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AVERTISSEMENT 


La GtoMÉïRiK dkscriptivf. a (les usages si variés et si étendus 
qu’on ne saurait trop en recommander l'étude. Si l’on voulait se 
borner aux généralités, on pourrait les renfermer dans un petit 
nombre de pages; mais alors elles ne paraîtraient que comme 
une suite de propositions plausibles, et elles laisseraient si loin 
des applications qu’il faudrait une rare sagacité pour en tirer des 
conséquences utiles dans la pratique. 11 est donc tout à fait néces- 
saire de présenter les solutions d’un certain nombre de questions 
choisies, dans lesquelles la fécondité des principes généraux res- 
sorte d’une manière frappante. 

J’ajouterai que, pour arriver plus sûrement à une connais- 
sance approfondie des ressources de cette branche importante 
de la Géométrie, le lecteur devra exécuter soigneusement, avec 
de bous instruments et sur une échelle assez, grande , les con- 
structions de la plupart des problèmes. Sans parler des progrès 
qne l’oeil et la main feront dans l’art du dessin , je ferai observer 
que, par cet exercice, l’attention se trouvant plus longtemps 
arrêtée sur l’application des principes , leur utilité devient plus 
évidente, l’esprit les conçoit plus nettement, et la mémoire les 
retient sans effort. \ -j. ■ ^8»» 

Ce Traité est divisé en quatre parties. 

La première contient les notions préliminaires et les problèmes 
dépendant de la ligne droite et du plan. Elle forme à elle seule 
un ensemble qui peut suffire dans un grand nombre d’applica- 
tions importantes. 

La seconde partie a pour objet les siu'faces courbes et les 
plaus tangents. Je n’en ai point exclu les surfaces gauches; mais 
comme les questions relatives à ces surfaces ne laissent pas que 
d’être assez épineuses , rien n empêche que dans une première 
lecture on ne les laisse de côté , sauf à y revenir plus tard , si on 
le juge convenable. 
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La troisième partie comprend les lignes courbes et les tan- 
gentes. J'v exjiose, ]>oi\r les intersections de surfaces, les exem- 
ples qu'on traite ordinairement , et qui offrent tous des simpli- 
iications remarquables ; mais , afin de mieux rappeler que ces 
simplifications sont propres aux cas pour lesquels elles sont 
employées , j'ai cru devoir en présenter un où les constructions 
deviennent plus compliquées , et j'ai choisi celui de deux surfaces 
de révolution dont les axes sont dans des plans différents. 

Enfin , une quatrième et dernière partie succède aux précé- 
dentes sous le titre d 'Exercices. Elle se compose de problèmes 
dont la solution est implicitement renfermée dans les premières 
parties , et on peut h volonté l’étendre ou la resserrer, ou même 
la négliger tout à fait. 

Je renvoie fréquemment aux propriétés des plans, telles qu’elles 
sont établies dans la Géométrie élémentaire ; mais, pour épargner 
au lecteur la peine de les chercher ailleurs, je les ai placées dans 
une introduction. 


A. J!. Ce volume ue renferme que deux planches : l’une pour l’In- 
troduction , et l’autre pour l'explication des principes de la Géométrie 
descriptive. Ou a réuni dans un volume séparé celles qui contiennent 
les figures ou épures relatives aux problèmes des quatre parties qui com- 
posent ce Traité. Dans ces planches, le titre fait connaître à quelle 
partie la planche appartient ; et d’ailleurs les chiffres joints à chaque 
figure indiquent clairement le problème auquel la figure se rapporte. 
Ainsi, dans la planche II de la Première Partie, la figure X répond 
au Prori.èmr X; et la fig. XIII-3 est la troisième du Phorièmr XIII. 
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INTRODUCTION 

THÉORIE DU PLAN ET DE LA LIGNE D 

CONSIDÉRÉS DANS L’BSPACE 



Définitions. 

1 . On appelle plan une surface sur laquelle une ligne droite 
s'applique exactement dès qu’elle y a deux points. 

Quand une droite n’a qu’un point commun avec le plan , on 
accorde comme évident qu’elle est située en partie d’un côté de 
ce plan et en partie de l'autre côté. 

Pour représenter les plans dans les figures, on est obligé «le 
leur donner des limites , mais il faut toujours les considérer comme 
indéfinis. 

2. Une droite est dite perpendiculaire à un j/lan quand elle 
est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied 
dans ce plan. 

Quand une droite est perpendiculaire à un plan , on dit , réci- 
proquement , que le plan est perpendiculaire à la droite. 

On appelle obliques les droites qui rencontrent un plan , et «pii 
ne lui sont point perpendiculaires. 

5. Lorsqu’une droite et un plan ne peuvent pas se rencontrer, 
«ptelque prolongés qu’on les suppose , on dit que la droite est 
parallèle au plan , ou que le plan est parallèle à ta droite. 

4. Pareillement, deux plans sont dits parallèles quand ils ne 
se rencontrent pas, à quekpie distance qu’on les prolonge. 

5. Un plan est perpendiculaire h un plan lorsqu’il contient 
toutes les perpendiculaires à ce plan , élevées aux «lifférents points 
de l’intersection commune. 

On fera voir (SS) que , réciproquement , le second plan est 
perpendiculaire .lu premier. 

6. On nomme angle de deux plans, ou simplement angle 
dièdre , l’espace compris entre deux plans qui se coupent , et qui 
se terminent à leur intersection. 

1 
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À la vérité , l’espace indéfini se trouve alors divisé en deux 
parties que cette définition désigne également , mais c’est toujours 
à la plus petite qu’on donne le nom d'angle dièdre. 

Supposons qu’il soit question de l’angle dièdre compris entre 
les plans ABM, ABN (fig. 1). L’intersection AB est l ’ arête de 
l’angle dièdre , et les plans ABM , ABN en sont les faces. On dé- 
signe cet angle dièdre par MABN , en ayant soin de placer au 
milieu les deux lettres qui sont sur l’aréte. 

7. On appelle angle solide , ou angle polyèdre, l’espace com- 
pris entre plusieurs plans qui se réunissent en un môme point. 

Ainsi ( fig. 2), les pians ASB , ASC , BSC forment l’angle so- 
lide S Les angles plans ASB , ASC , BSC sont les faces de cet 
angle solide ; les intersections SA , SB , SC en sont les arêtes ; le 
point S en est le sommet. 

L’angle solide est trièdre, tétraèdre , pentaèdre, selon qu’il 

a trois faces , ou quatre , ou cinq , etc. 

Propositions qui dérivent immédiatement de la notion du plan. 

8. Théorème I. Une droite ne peut être en partie dans un plan 
et en partie au dehors. 

Car, d’après la définition (I), dès qu’une droite a deux points 
dans un plan , elle y est tout entière». 

9. Théorème II (fig. 3). Trois points A, B, C, non en ligne 
droite, déterminent un plan. 

Prenez un plan à volonté , tracez-y une droite , puis changez 
la position de ce plan de telle sorte que cette droite vienne passer 
par les points A et B. Il est évident qu’on peut encore faire tourner 
ce plan autour de la droite AB de manière qu’il vienne passer au 
point C , mais que si on continue de le faire tourner il quittera le 
point C. Donc on peut faire passer un plan par les trois points 
A , B , C , et on n’en peut faire passer qu’un. 

Corollaire J (fig. 4) . Deux droites qui se coupent sont dans un 
plan, et elles en déterminent la position. Soit E le point de ren- 
contre des deux droites, et soient A et D deux points pris respec- 
tivement sur chacune d’elles. Pour qu’un plan contienne les deux 
droites, il doit passer aux ]>oints A, E, D : or, on vient de voir 
qu’il y a un plan qui remplit cette condition , et qu’il n’y en a qu’un. 

Corollaire JI. Deux droites parallèles déterminent la position 
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d’un plan. On sait déjà que deux droites parallèles sont toujours 
dans un même plan. Mais s'il y avait deux plans passant parees 
droites, il est clair qu’en prenant un point sur l’une d’elles, et 
deux sur. l’autre, on aurait trois points, non en ligne droite, par 
lesquels on [>ourrait mener deux plans 

10. XaioaiuF. LU (lig, 5). Deux plans se coupent suivant une 
ligne droite. 

Soit un point A commun à deux plans MN , PQ. Dans le plan 
PQ, par le point A, menez deux droites BC, DE. Au-dessus du 
plan MN , prenez le point B sur la première droite ; au-dessous , 
prenez le [>oint E sur la seconde ; enfin tirez la droite BE. La ligne 
BE est tout entière dans le plan PQ , puisqu’elle y a deux points ; 
et elle doit rencontrer le plan MN , puisqu’elle est en partie au- 
dessus de ce plan et en partie au-dessous. Soit I le point d’inter- 
section , la droite menée par les points A et 1 sera commune aux 
deux plans ; car elle aura deux points , A et I , dans chacun d’eux. 
Hors de cette ligne , les plans n'ont pas de [joint commun ; autre- 
ment, on pourrait mener deux plans différents par trois points 
non en ligne droite. Donc l’intersection do deux plans est une 
ligne droite. 

Il est d’ailleurs évident que chaque plan est divisé en deux 
parties , placées de côtés différents par rapport à l’autre. 

Sur la droite [>erpendiculaire au plan . 

11 . Théorème IV (fig. 6). Si une droite AB est perpendiculaire 
h deux droites BC et BD , qui passent par son pied dans un plan 
MN , elle sera pcrjtendiculaire au plan MN. 

Pour démontrer cette proposition , il faut prouver que la droite 
AB est perpendiculaire à toute autre droite BE , menée par son 
pied dans ce plan (2) . A cet effet , prolongez AB , 'de l’autre côté 
du plan, d’une quantité B1I = AB; menez la "droite CD, qui 
coupe les lignes BC , Bl) , BE en C , D , E ( enfin , tirez CA , DA , 
EA, CH, DH, EH. 

L’angle ABC étant droit par hypothèse , il s’ensuit que BC est 
perpendiculaire au milieu de AH ; donc , AC=HC. Par une raison 
semblable on a AD=HD. Les triangles ACD, HCD sont doue 
équilatéraux entre eux , et par suite l’angle ACE = HCE. 11 ré- 
sulte de là que les triangles ACE, HCE sont égaux comme ayant . 
un angle égal compris entre deux côtés égaux , chacun à chacun ; 
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donc AF. = HE. Les triangles ABE, HBE sont donc équilatéraux 
entre eux, et par conséquent les angles ABE, HBE sont égaux. 
Or, ces angles sont adjacents; donc ils sont droits; donc AB est 
perpendiculaire à BE. C’est ce qu’il fallait démontrer. 

12. Théobkm* V. Parmi point donné on peut toujours mener 
une droite perpendiculaire h un plan, mais on n’en peut mener 
qu’une. 

Il y a deux cas à considérer, selon que le point donné est dans 
le plan on hors du plan. ( • 

Premier cas (lig. 7). Soit A le point donné sur le plan MN. 
Tracez dans ce plan la droite BC à volonté , de manière cependant 
qu’elle ne passe pas au point A . Menez AB perpendiculaire à BC ; 
suivant BC concevez un plan quelconque , et menez dans ce plan 
une perpendiculaire BH à BC ; enfin , par AB et BH imaginez 
encore un plan , et dans ce plan élevez AH j>erpendiculaire à AB. 
Je dis que AH est perpendiculaire au plan MN. 

Du point A à la ligne BC, menez une droite quelconque AC. 
Soit H l’intersection de AH avec BH ; prolongez HA d'une quan- 
tité AI = AH; tirez CH, CI, BI. Par construction , la ligne BC 
est perpendiculaire à BA et à BH ; donc elle l’est an plan HBI; 
donc l'angle CBI est droit. Par construction aussi , la ligne AB est 
perpendiculaire au milieu de HI; donc BH = BI. 11 suit de là 
que les triangles BCH et BCI sont égaux : donc CH = CI ; donc 
AC est perpendiculaire sur HI. Ainsi , la droite AH est perpendi- 
culaire aux deux d mites AC et AB ; donc elle l’est au plan MN. 

Cette perpendiculaire est la seule qu’on puisse élever au plan 
MN par le point A. S’il y en avait une autre , AB , on pourrait , 
par AH et AR , conduire un plan qui couperait le plan MN suivant 
une droite AS. Or, les lignes AH et AK, étant perpendiculaires 
au plan MN , devraient l’être à AS (2) ; donc , dans le même plan 
1IAS , par un même point , on pourrait mener deux perpendicu- 
laires à une même droite , ce qui est impossible. 

Second cas (fig. 7). Soit H un point donné hors du plan MN. 
Dans ce plan menez une droite quelconque BC ; abaissez HB per- 
jiendiculaire à BC ; dans le plan MN menez 15A perpendiculaire à 
BC; enfin, abaissez HA perpendiculaire à BA : cette ligne HA 
sera perpendiculaire au plan MN. La démonstration étant exacte- 
ment la même que dans le premier cas , n’a j>as besoin d’être 
ré|»élée. • 

De plus , la perpendiculaire HA est la seule qu'on puisse abaisser 
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du point H sur le plan MIN' : car , s’il y en avait une autre , HS , 
le triangle HAS aurait deux angles droits , HAS et HSA. 

15. Théorème VI (lig. 8 ). La perpendiculaire AB, abaissée 
d'un point A sur un plan MN , est la ligne la plus courte entre le 
point et le plan. 

Car, si on mène toute autre droite AC, et qu’on joigne BC, le 
triangle ABC sera rectangle en B , et par conséquent on aura 
AB<AC. 

Scolic. C’est la perpendiculaire AB qui mesure la distance du 
point A au plan MN. 

14. Théorème VII. Par un point donné on peut mener un plan 
perpendiculaire à une droite; mais on n’en peut mener qu’un seul. 

Premier cas (fig. 9). Si le point donné O est sur la droite AB , 
menez deux plans par cette droite , et dans ces plans élevez les 
perpendiculaires OC, OD, à AB; le plan MN, conduit suivant 
OC et OD, sera perpendiculaire à la droite AB. En effet, AB est 
perpendiculaire à deux droites qui passent à son pied dans le plan 
MN ; donc elle est perpendiculaire à ce plan ; donc, réciproque- 
ment, le plan MN est perpendiculaire à AB. 

Aucun autre plan MR passant par le point O n’est perpendicu- 
laire si w AB : car si le plan MR était perpendiculaire à AB, on 
pourrait mener par AB un plan qui couperait les deux plans MN 
et MR suivant deux droites , telles que OE , OF ; et la droite AB , 
étant perpendiculaire aux deux plans , devrait l’être à ces deux 
lignes. Donc, dans le plan ABE, les droites OE et OF, partant 
du même point O , seraient perpendiculaires à AB , ce qui est im- 
possible. 

Second cas (lig. 10). Supposons le point donné O hors de la 
droite AB. Abaissez d’abord OC perpendiculaire à AB , et ensuite 
menez une autre perpendiculaire CD à AB : le plan MX, conduit 
suivant OC et CD , sera perpendiculaire à AB. Même raisonnement 
que ci-dessus. 

Aucun autre plan OR , passant au point O , n’est perpendicu- 
laire à AB. En effet , un plan conduit par le point O et par la droite 
AB couperait les plans MN et OR suivant deux droites, OC et 
OE, partant du point O et perpendiculaires à AB, ce qui est im- 
possible.- 

15. Théorème VIII (fig. 1 1). Toutes les perpendiculaires BC , 
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BD , BE , . . . . élevées au même point B d'une droite AB , sont com- 
prises dans un /dan MN , perpendiculaire à cette droite au point B. 

Si BC, par exemple, n’est pas dans le plan MN, menez par AB 
et BC. nn plan qui coupe le plan MN suivant une droite BC'. Puisque 
la droite AB est perpendiculaire au plan MN , elle doit l'étre à 
BC' ; donc , au point B , dans le même plan ABC , il y aurait deux 
perpendiculaires BC, BC/, à la droite AB, ce qui est impossible. 
Donc BC est dans le plan MN. La même conclusion doit s’appli- 
quer aux autres droites BD, BE, etc. 

46. Tnr.oRF.MF. IX (fig. 12). Lorsqu'un plan MN est pcr/iendi- 
culaire au milieu C d’une, droite AB , clutque point de ce plan est 
également éloigné des deux extrémités de la droite, et tout point 
pris hors du plan en est inégalement éloigné. 

D’un jroint quelconque H , pris dans le plan MN , tirez AH , BH , 
CH. Les deux triangles ACH, BCH, sont rectangles et égaux.; 
donc AII = BH ; donc chaque point du plan est également dis- 
tant des points A et B. 

Soit I un point pris hors du plan MN, tirez AI et BI. La ligne 
AI rencontre le plan MN en un point H ; tirez BH. Le point H ap- 
partenant au plan MN, on a AH=BH Muais on a BI<)BH-|-HI ; 
donc aussi BI<AH-}-HI, ou BI < AI ; donc, tout point pris 
hors du plan MN est inégalement éloigné de A et de B. 

Sur les obliques à un plan. 

17. TiiéonF.ME X (fig. 13). Les obliques également éloignées de 
la perpendiculaire sont égales ; et, de deux obliques inégalement 
éloignées de la perpendiculaire , celle qui s'en éloigne le moins est la 
plus courte. 

Supposons que AB soit une perpendiculaire au plan MN , et que 
AC, AD, AE, soient des obliques partant du même point A. 
Tirez BC , BD , BE. 

Soit BC = BD : les triangles rectangles ABC et ABD sont égaux ; 
donc AC=AD. Donc les obliques. également écartées de la per- 
pendiculaire sont égales. 

Soit BC<BE : sur BE prenez BF=BC. L’oblique AF est égale 
à AC. Mais AF et AE étant dans un même plan avec la ligne AB 
perpendiculaire sur BE, on a AF < AE ; donc aussi AC<AE. 
Donc l’oblique la plus rapprochée de la perpendiculaire est la 
plus courte, 
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Corollaire. On déduit de là un moyen d’abaisser une perpendi- 
culaire du point A sur le plan MN. Prenez une droite rigide sufli- 
saminent longue , et , fixant une de ses extrémités au point A , 
marquez avec l’autre extrémité trois points, C, D, F, sur le plan 
MN. D'après cette construction , les droites AC , AD , AF sont des 
obliques égales; donc les points C, D, F sont également éloi- 
gnés du pied de la perpendiculaire demandée; donc le centre 
du cercle décrit par ces trois points est le pied de cette perpen- 
diculaire. 

18. Théorème XI (fig. 14). Si d'un point quelconque d’une 
droite AB , oblique à un plan MN , on abaisse une perpendiculaire 
AC sur ce plan , et qu'on joigne le pied de l'oblique et celui de la 
perpendiculaire par une droite BC , l’oblique fera avec cette droite 
un angle ABC moindre qu’avec toute autre ligne BD menée à son 
pied dans le plan. 

Il s’agit de démontrer que l’angle ABC est moindre que ABD. 
A cet effet, prenez BD = BC et joignez AD. La perpendiculaire 
AC est plus courte que AD : ainsi les côtés AB , BC , du triangle 
ABC , sont égaux aux côtés AB , BD du triangle ABD , et le troi- 
sième côté AC est moindre que AD ; donc l’angle ABC est moindre 
que ABD. 

Corollaire I. A cause de cette propriété , on est convenu de 
prendre l’angle ABC pour mesurer l’inclinaison de l’oblique AB 
sur le plan MN. ‘ 

Corollaire II. Si on abaisse la perpendiculaire au plan MN par 
tout autre point de l’oblique AB, le pied de cette perpendiculaire 
devra tomber surBC. En effet, d’après le théorème qu’on vient 
de démontrer, la droite qui joint cq pied avec le point B doit faire 
avec AB un angle moindre que toute autre droite menée par le 
])oint B dans le plan MN ; donc cette droite coïncide avec BC. 

19. Théorème XII (fig. 15). Si une droite AB est perpendicu- 
laire à un plan MN, si du pied de cette ligne on mène BE perpen- 
diculaire à la droite CD située dans le plan MN , et si on joint les 
points A et E , la droite AE , qui est oblique à l’égard du plan, sera 
perpendiculaire à CD. 

Prenez EC = ED, et tirez BC, BD, AC, AD. Puisque BE est 
perpendiculaire à CD , et que EC est égale à ED , on a BC = BD . 
Or, de ce que AB est perpendiculaire au plan MN , et BC égale à 
BD , il en résulté que l’oblique AC =• AD ; donc chacun des points 
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A et F, est également distant de C et de D ; donc AK est perpendi- 
culaire à CD. 

Droites parallèles dans l’espace. 

20. Théorème XIII (fig. 16). Par un point on ne peut mener 
dans l’espace, qu’une seule parallèle à une droite donnée. 

Si par le point C il y avait deux parallèles CD et CK , à la droite 
AB , chacune d’elles devrait être dans le plan conduit par la droite 
AB et par le point C ; donc , dans un plan , deux parallèles à une 
droite passeraient par le même point , ce qui est impossible. 

Corollaire. Si deux droites sont parallèles, le plan mené par 
l’une d’elles et par un point de l’autre contient celle-ci tout entière. 

21. Théorème XIV (fig. 17). Deux droites parallèles sont per- 
pendiculaires aux mêmes plans. 

C’est-à-dire que si AB est perpendiculaire au plan MX , la droite 
CD, parallèle à AB, seVa aussi perpendiculaire à ce plan. 

Par les parallèles AB et CD concevez un plan , et soit BD son 
intersection avec le plan MN ; dans le plan MN , menez DE perpen- 
diculaire à BD; joignez AD. En vertu du théorème XII, AD est 
|>erpendiculaire à DE; tlonc DE est perpendiculaire aux deux 
droites DB et DA , et par suite au plan ABDC des deux parallèles. 
Il suit de là que l’angle CDE est droit. Mais, à cause que CD est 
parallèle à la perpendiculaire AB, l’angle CDB est droit aussi; 
tlonc CD est perpendiculaire aux deux lignes DE, DB; donc elle 
est perpendiculaire au plan MN. 

22. Théorème XV (fig. 17). Deux droites AB , CD, perpendi- 
culaires au même plan MN , sont parallèles entre elles. 

Si CD n’est point parallèle à AB, soit DR une parallèle à AB ; 
d’après le théorème précédent, DR serait perpendiculaire au plan 
MN ; donc il y aurait au point D deux perpendiculaires au plan MN, 
ce qui est impossible (12). 

25. Théorème XVI (fig. 18). Deux droites A et B, parallèles 
à une troisième C, sont parallèles entre elles. 

Menez un plan PQ perpendiculaire à la droite C. Les droites A 
et B étant parallèles à C, sont perpendiculaires au plan PQ (21) : 
or , de ce qu’elles sont perpendiculaires à ce plan , il s’ensuit 
qu’elles sont parallèles entre elles (22). 

Corollaire (fig. 19). Si , par deux parallèles AB et CD , on mène 
deux plans qui se coupent , l’intersection EF est parallèle à ces 
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droites. En effet , par un point E , jwris sur EF , menez dans le plan 
AF une parallèle à AB : elle devra être parallèle à CD, et par 
conséquent elle sera aussi dans le plan DE (20) ; donc elle n’est 
antre que l’intersection EF. 

Droite et plan parallèles. 

24. Théorème XVII (fig. 20). Toute droite CD , parallèle à une 
droite AB située dans un plan MX , est parallèle à ce plan. 

Puisque les lignes AB et CD son parallèles, elles sont dans tin 
plan dont l’intersection avec le plan MX est la droite AB ; donc , si 
CD rencontrait le plan MX, ce ne pourrait être qu’en un point de 
la droite AB. Mais alors CD ne serait point parallèle à AB, ce qui 
est contre la supposition . 

23. Théorème XVIII (fig. 21). Si une droite AB est perpendi- 
culaire h un plan MX , toute droite AC perpendiculaire à AB sera 
parallèle au plan MN. 

1m ligne AB étant perpendiculaire au plan MX , et AC étant per- 
pendiculaire à AB , si AC rencontrait le plan MX , on pourrait 
joindre le point d’intersection O avec le point B, et former un 
triangle OAB qui aurait deux angles droits, ce qui est absurde ; 
donc la droite AC est parallèle au plan MX. 

26. Théorème XIX (Gg. 20). Lorsqu’une droite CD est paral- 
lèle à un plan MX , si on fait passer un plan CDB par cette droite , 
l’intersection AB des deux plans sera parallèle à là droite CD. 

Puisque la ligue CD est parallèle au plan MX , elle ne doit pas 
rencontrer AB. D’ailleurs elle est dans un même plan avec AB; 
(lotie elle est parallèle à AB. 

Corollaire I. La droite CD étant parallèle au plan MX , une pa- 
rallèle AB à CD , menée par nn point A du plan MX , est tout en- 
tière dans ce plan. S'il en était autrement, le plan des parallèles 
AB , CD , couperait le plan MX suivant une droite passant au point 
A, et qui, d’après le théorème précédent, serait parallèle à AB; 
donc , dans un même plan , par le même point , il y aurait deux 
parallèles à CD, ce qui est impossible. 

Corollaire II. Une droite parallèle à deux plans qui se coupent 
est parallèle à leur intersection. En effet , si par un point tle l’in- 
tersection on mène une parallèle à la droite, cette parallèle sera 
contenue dans chacun des deux plans (corollaire précédent) ; donc 
elle n'est autre que leur intersection. 
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27. Théorème XX (fig. 20). Les parallèles AC , BU , comprises 
entre une droite et un plan parallèles , sont égales. 

Le plan «les deux parallèles coupe le plan MX suivant une 
droite AB parallèle à CD ; donc la figure ABDC est un parallélo- 
gramme; donc AC = BD. 

Corollaire. Si AC et BD sont perpendiculaires au plan MN , ces 
lignes sont parallèles entre elles , et les angles A , B , C , D sont 
droits. Comme on a toujours AC = BD, on conclut qu’une droite 
parallèle à un plan est partout à égale distance de ce plan. 

Plans parallèles entre eux. 

20. Théorème XXI (fig. 22). Lorsque deux plans MN, PQ 
sont perpendiculaires à une même droite AB , ils sont parallèles 
entre eux 

Supposons que les plans MN, PQ puissent se rencontrer , et 
soit O un point de leur intersection : des points A et B , où ils cou- 
pent AB, tirez les droites OA, OB. La ligne AB étant perpendi- 
culaire aux deux plans , les angles A et B du triangle OAB seraient 
droits, ce qui est impossible. Donc les plans ne se rencontrent 
point ; donc ils sont parallèles 

29. Théorème XXH (fig. 23). Les droites AB et CD, résultant 
des intersections de deux plans parallèles , MN et PQ , avec un troi- 
sième plan , BS , sont parallèles entre elles. 

En effet, les droites AB, CD ne peuvent se rencontrer : autre- 
ment, les plans MN et I’Q se rencontreraient et ne seraient |H>int 
parallèles. D’ailleurs ces droites sont dans un même plan BS ; donc 
elles sont parallèles. 

; Corollaire (fig. 24). Par un point A on ne peut mener «ju’nn 
seul plan parallèle à un plan donné MN. Supposons qu’on en puisse 
mener deux PQ et PB. Conduisez un plan quelconque par le point 
A, et soient AB, AC, DE ses intersections avec les plans PQ, PB, 
MN. En vertu du théorème précédent, clwcune des droites AB et 
AC devrait être parallèle à DE , ce qui est impossible. 

30. Théorème XXUI (fig. 25). Si deux plans MN et PQ sont 
parallèles, toute perpendiculaire AB à l’un deux est perpendiculaire 
à l'autre. 

Supposons que AB soit perpendiculaire au plan MN. Par le 
j>oint B menez à volonté la droite BC dans le plan PQ , et faites 
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| tasser un plan par AB et BC. L’intersection de ce plan avec M!N 
sera une droite AI> parallèle à BC (théorème précédent). Or, la 
perjrendiculaire AB au plan MN est perpendiculaire à AD; donc 
elle le sera aussi à la parallèle BC. Ainsi , la ligne AB est perpen- 
diculaire à toute droite menée par son pied dans le plan PQ ; donc 
elle est perpendiculaire à ce plan. 

» . . 

31. Théorème XXIV (fig. 26). Deux plans , P et Q , parallèles 
h un troisième, R, sont parallèles entre eux. 

Menez une droite AC perpendiculaire au plan R , elle sera aussi 
perpendiculaire aux plans P et Q (30). Les plans P et Q sont donc 
perpendiculaires à la droite AC; donc ils sont parallèles (28). 

32. Théorème XXV (fig. 27). Les parallèles AB, CD, com- 
prises entre deux plans parallèles MX et PQ , sont égales. 

Les plans MN et PQ sont coupés par celui des deux lignes AB , 
CD , suivant deux droites parallèles AC et BD ; donc la figure ABDC 
est un parallélogramme ; donc AB = CD. 

Corollaire. Si les lignes AB et CD sont perpendiculaires au plan 
NN , elles seront parallèles entre elles , et par conséquent égales ; 
donc deux plans parallèles sont partout également distants. 

33. Théorème XXVI (fig. 28). Si deux angles, non situés dans 
le meme plan , ont leurs côtés parallèles et dirigés dans le meme 
sens , ces angles sont égaux et leurs plans sont parallèles. 

Soient les droites AB , AC , respectivement parallèles à DE, DF ; 
prenez AB — DE , AC = DF, et tirez BC, EF, AD, BE, CF. 
Puisque AB est égale et parallèle à DE , la figure ABED est un 
parallélogramme; donc BE est égale et parallèle à AD. De même, 
puisque AC est égale et parallèle à DF, la droite CF est égale et 
parallèle à AD ; donc CF est égale et parallèle à BE , et par suite 
BC est égale à EF. Les triangles ABC , DEF sont donc équilatéraux 
entre eux ; donc l’angle BAC = EDF. 

Je dis de plus que les plans ABC et DEF sont parallèles entre 
eux. Par le point D , menez un plan DE'F 1 parallèle au plan ABC, 
et soient E', F' les points où il coupe BE et CF. Les lignes AD , 
BE' , CF' seront égales , comme parallèles entre plans paral- 
lèles (32). Mais on a déjà AD=BE=CF; donc on aura BE==BE' 
et CF = CF’. Il suit delà que le point E' coïncide avec E, le 
point F' avec F, et le plan DE'F’ avec DEF; donc le plan DEF 
est parallèle au plan ABC. 
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Corollaire. Par deux droites AC, DE, non situées dans le 
même plan , on peut toujours faire passer deux plans parallèles 
entre eux. En effet, avant pris à volonté le point A sur l’une, 
et le point D sur l’autre , menez AB |>arallèle à DE , et DF paral- 
lèle à AC ; puis conduisez deux plans , l’un passant par les droites 
AB, AC, et l’autre par les droites DE, DF. En vertu du théo- 
rème qui vient d’ètre démontré , ces deux plans sont parallèles 
entre eux. 

55. Théorème XXVII (fig. 29). Trois plans parallèles inter- 
ceptent sur deux droites quelconques , dans l'espace , des parties 
proportionnelles . 

Supposons que trois plans parallèles P, Q, R coupent deux 
droites AC , DF aux points A , B , C , D , E , F ; je dis qu’on aura 

ab ; bc : : DE : ef 

Parallèlement à AC, menez DII qui rencontre les plans Q et R 
en G et H. Les droites GE et H F sont parallèles comme inter- 
sections des plans parallèles Q et R par le plan DFH ; donc 
DG:GH :: DE ; EF. Mais on a DG = AB et GH = BC (52); 
donc AB ; BC l ; DE ; EF. 

Plans perpendiculaires entre eux. 

5b. Théorème XXVIII (fig. 30). Si une droite AB est perpen- 
dicuiairc h un plan MN, et qu 'un plan PQ soit mené suivant ta droite 
AB, ce plan sera perpendiculaire à MN ; et , réciprot/uemcnt , le 
]>!an MN sera perpendiculaire à PQ . 

D’après la définition (5), pour que le plan PQ soit perpendicu- 
laire au plan MN , il faut démontrer qu’il contient les perpendi- 
culaires élevées au plan MN par les différents points de l'intersec- 
tion QR des deux plans Or, en quelque point de QR qu’on élève 
une perpendiculaire CD au plan MN , elle sera parallèle à AB (22) , 
et par conséquent située dans le plan PQ (20) ; donc le plan PQ 
est perpendiculaire au plan MN. 

Réciproquement, je dis que le plan MN est perpendiculaire au 
plan PQ. Dans le plan MN, menez CE perpendiculaire a QR, et 
joignez BC : la ligne CE sera aussi perpendiculaire à BC (19). 
Puisque CE est perpendiculaire à la fois aux lignes QR et BC, il 
s’ensuit que CE est perpendiculaire au plan PQ. Ainsi , on peut 
dire que lotîtes les perpendiculaires élevées au plan PQ, par les 
différents points de la ligne QR , sont dans le plan MN ; donc le 
plan MN est perpendiculaire au plan PQ. 
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Corollaire I. Cette démonstration prouve que si deux plans 
sont perpendiculaires entre eux, toute droite menée dans l’un 
d’eux , perpendiculairement à l’intersection , est perpendiculaire à 
l’autre. 

Corollaire II. Si trois droites , passant par un même point , sont 
jrer|iendiculaires entre elles , chacune est perpendiculaire au plan 
des deux autres (il), et les trois plans sont perpendiculaires 
entre eux. 

36. Théorème XXIX (fig. 31). Quanti tlrtt.r plans MN et l’Q 
sont perpendiculaires l’un à l’autre , toute perpendiculaire menée à 
l'un d’cu.c , à MN , par exemple , par un point A de l'autre plan , 
est contenue dans ce dernier. 

En effet, admettons qu’elle soit hors du plan PQ , et menons AC 
perpendiculaire à l’intersection QR. D’après la définition (3), la 
perpendiculaire élevée au plan MN par le point C doit être con- 
tenue dans le plan PQ. Or, cette ligne doit être perpendiculaire à 
QR; donc elle n’est antre que AC. Ainsi, par le même point A , 
on pourrait mener deux perpendiculaires au plan MN , ce qui est 
absurde. 

Corollaire. Par une droite qui n’est point perpendiculaire à un 
plan , ou ne peut mener qu’un seul plan perpendiculaire à ce plan. 
Car, d’après le théorème ci-dessus, le plan perpendiculaire doit 
contenir , outre la droite donnée , la perpendiculaire abaissée sur 
le plan donné , par un point quelconque de la droite donnée : or, 
par deux droites , on ne peut faire passer qu'un seul plan. 

57. Théorème XXX (fig. 32). L’intersection AB de deux 
plans, PQ et RS , perpendiculaires h un troisième, MN, est per- 
pendiculaire à ce dernier. 

Si par un point B , pris sur l’intersection AB , on mène une per- 
pendiculaire au plan MN , elle devra se trouver dans chacun des 
deux plans (36); donc elle n’est autre que l'intersection AB. 

Corollaire I. Un plan perpendiculaire à deux plans qui se cou- 
pent , est perpendiculaire à leur intersection. 

Corollaire II. Si trois plans sont perpendiculaires entre eux , 
l’intersection de deux quelconques de ces plans est perpendicu- 
laire au troisième , et les trois intersections sont perpendiculaires 
entre elles. 

50. Théorème XXXI (fig. 33). Deux plans AQ, CS, qui sont 
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perpendiculaires à un troisième , MN , et qui passent par deux 
droites parallèles, AB fl CD, non perpendiculaires à ce plan, sont 
parallèles entre eux 

Soient PQ et RS les intersections du plan MN avec les deux plans 
(pii lui sont perpendiculaires : mener, dans ces plans les droites AI’, 
» CR, respectivement perpendiculaires à PQ , RS. Ces droites seront 
perpendiculaires au plan MN , et par conséquent parallèles (22) ; 
donc les angles BAP , DCR ont leurs côtés parallèles ; donc les 
plans AQ, CS sont parallèles (33). 

Sur la plus courte distance de deux droites. 

39. Théorème XXXII (fig. 34). /étant données deux droites AB , 
CD , non situées dans le même plan : 1° on peut toujours mener une 
droite perpendiculaire à la fois à chacune d’elles ; 2° un n’en peut 
mener qu’une ; 3° cette perpendiculaire est la plus courte distance 
entre les deux droites. 

Par un point quelconque de la droite AB , mener AE parallèle 
à CD, et conduisez le plan MN par AB et AE. D’un point quel- 
conque de CD , abaissez DF perpendiculaire au plan MN , et dans 
ce plan, parallèlement à AE, menez FG qui rencontre AB en G. 
Eniin , menez GH parallèle à DF. 

Les droites FG , CD , étant parallèles à AE , sont parallèles entre 
elles (23); donc GF est dans le même plan que CD et DF. Par 
suite GH , parallèle à DF , est aussi dans ce plan , et doit rencon- 
trer CD. D’un autre côté , la ligne DF ayant été menée perpen- 
diculaire au plan MN , sa parallèle GH est aussi perpendiculaire 
à ce plan (21) , et par conséquent aux droites AB , GF. Mais GF 
étant parallèle à CD , il s’ensuit que GH est perpendiculaire 
à CD. Donc 1° on peut mener une droite perpendiculaire à la fois 
aux deux droites AB, CD. 

Supposons, s’il est possible, qu’une autre droite, IK, soit per- 
pendiculaire à ces deux droites. Si , dans le plan MN , on mène IL 
parallèle à AE , la ligne IK sera perpendiculaire à AB et à IL , et 
par conséquent au plan MN. Mais si on mène, parallèlement à DF, 
la droite KO qui est dans le plan CDF, cette ligne sera aussi per- 
pendiculaire au plan MN : ainsi il y aurait deux per|>endiculaires 
abaissées du point K sur le plan MN, ce qui est impossible. Donc 
2° il n’y a qu’une seule droite perpendiculaire à la fois sur AB 
et CD. ’ 

Quelle que soit la plus courte ligne qu’on puisse mener entre AB 
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et CD, elle doit être droite : autrement, sans changer se* extré- 
mités , on pourrait mener entre ces mêmes extrémités une ligne 
droite qui serait plus courte. Ensuite cette ligne droite ne peut 
être différente de GH. En effet, supposons que ce soit IK, et 
menons encore la parallèle KO à DF. La ligne KO serait perpendi- 
culaire au plan MN , Kl serait une oblique , et on aurait KO < Kl j 
mais GH = KO (32)'; donc GH<KI. Donc 3° la droite GH est 
la plus courte distance de AB à CD. 

Des angles formés par les plans. 

40. Théorème XXXIII (fig. 35). Un angle dièdre a pour mesure 
l'angle formé par les perpendiculaires menées dans les deux faces 
à un même point de l’aréte. 

11 faut démontrer avant tout que l’angle des perpendiculaires 
est le même en quelque point de l’arête qu’il soit formé. Et, en effet, 
dans les faces BAM , BAN , menez les perpendiculaires AM et BP, 
AN et BQ , sur l’arête AB : les droites AM et AN seront respecti- 
vement parallèles à BP et BQ ; donc l’angle MAN = PBQ (33). 

Il faut prouver maintenant que l’angle des perpendiculaires 
varie dans le même rapport que l’angle des plans. Supposons que 
le plan BN, en tournant autour de AB, ait pris la position BAG, 
et que la perpendiculaire AN se soit placée en AG. Comme le 
plan MAN est perpendiculaire à AB , la ligne AG doit être com- 
prise dans ce plan (iü). Cela posé , je dis qu’on aura toujours, 
entre les angles dièdres MABN et MABG, la proportion 

[a] MABN ; MABG ; : MAN : MAG. 

Considérons le cas où les angles MAN, MAG ont une commune 
mesure , et représentons par m et n les nombres entiers qui ex- 
priment combien de fois ils la contiennent , de telle sorte qu’on ait 

MAN : MAG :: m : n. 

Portez cette commune mesure dans l’angle MAN autant de fois 
qu’elle y est contenue : cet angle sera partagé en m parties égales, 
et MAG en contiendra n. Menez des plans par l’arétc AB et par 
chacune des divisions A.r, A y, A z, .. de l’angle MAN. De cette 
manière l’angle dièdre MABN sera décomposé en m parties. Or , 
ou prenant l'une de ces parties, MAIf.r , par exemple , et la faisant 
tourner autour de AB , il est évident que l'angle MAa: ne quittera 
point le plan MAN , qu'il ira se placer successivement sur chacun 
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des angles partiels xAr , vAG,... et que par suite l'angle diè- 
dre MABx coïncidera hii-mème , successivement , avec cliacun 
de ceux qui composent l’angle dièdre MABN. L’angle diè- 
dre MABN contient donc m fois l’angle partiel MABx, et l’angle 
dièdre MABG le contient n fois ; donc 

MABN : MABG ” m : n. 

En conqiarant cette proportion avec la précédente, il vient 
MABN : MABG :: MAN : MAG ; 

donc la proportion [«] est démontrée pour le cas oïi les an- 
gles MAN , MAG sont commensurables. 

Quand les angles MAN , MAG sont incommensurables , on [>ent , 
au moyen du raisonnement connu sous le nom de réduction h 
l'absurde, faire voir que la proportion [n] est encore vraie ; donc , 
dans tous les cas , l’angle dièdre est mesuré par l’angle des per- 
pendiculaires. 

41. Scolie I. Dans le raisonnement connu auquel je viens de 
renvoyer pour le cas des incommensurables , la rigueur est plus 
apparente que réelle : car on s’y appuie sur les propriétés des 
proportions , et , quand on établit ces propriétés , on considère 
toujours des rapports entre quantités commensurables. C’est pour- 
quoi je projwserai ici une démonstration nouvelle , qui a d’ailleurs 
l'avantage d’embrasser les deux cas à la fois. Mais il faut atqia- 
ravant donner du rapport une définition qui puisse s’appliquer 
aux grandeurs incommensurables. 

Pour mieux fixer les idées , je supposerai qu’on ait à comparer 
deux lignes AB et CD (fig. 36)- Portons la plus petite CD sur la 
plus grande AB : soit a le nombre de fois qu’elle y est contenue , 
et EB le reste. Divisons ensuite CD en 2 , 3 , 4 , ■ . . parties égales , 
jusqu’à ce qu’on trouve une subdivision qui , étant portée sur AB , 
laisse un reste FB<)EB : soit a! le nombre île fois qu’elle est con- 
tenue dans AB , abstraction faite du reste FB , et soit fl' le nombre 
de fois qu’elle est contenue dans CD. Divisons encore CD en un 
plus grand nombre de parties égales, jusqu’à ce qu’on en trouve 
une qui, portée sur AB, laisse un reste GB<)FB, et désignons 
par a" et |3" les nombres qui expriment combien de fois elle est 
comprise dans AB et CD. Concevons que l’on continue de diviser 
ainsi CD en parties égales de plus en plus petites , en ayant soin de 
s’arrêter , comme nous l’avons fait , aux subdivisions qui , étant 
imitées sur AB, laissent des restes de plus en plus petits. Les rap- 
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ports des longueurs AE, AF, AG,... à CD seront exprimés par 
a a' 

1 

Ces longueurs vont en croissant, et, selon que AB est com- 
mensurable ou incommensurable avec CD , on peut en trouver 
une qui soit ou exactement égale à AB ou aussi peu différente 
de AB qu’on voudra. En même temps , les rapports ci-dessus vont 
aussi en croissant , et tendent évidemment vers une limite fixe , 
qui sera assignable exactement , ou dont on pourra approcher 
autant qu’on voudra. Or, quelle que soit cette limite, c’est elle 
qui est le rapport de AB à CD. 

Cela posé, imaginons qu’on ait divisé l’angle MAG (fig. 35) 
en fl parties égales , et qu’une de ces parties ait pu être portée 
sur MAN un nombre de fois a, le reste étant négligé. En menant 
des plans par l’arête AB et par les lignes de division tracées dans 
le plan MAN, l’angle dièdre MABG sera divisé aussi en p parties 
égales, et l’angle dièdre MABN en contiendra a (avec un reste 
qu’on néglige). La même chose a lieu quand on décompose l’an- 
gle MAG en un plus grand nombre de parties égales ; et de là on 
conclut que si le rapport de MAN à MAG est la limite des frac- 
a «' a" 

tions -,- 7 ,- 5 ,... celui des angles dièdres MABN, MABG sera la 

P P P 

limite des mêmes tractions. Donc ces rapports sont égaux, et la 
proportion [«] est démontrée. 

42. Scolic II. Les fractions qui précèdent doivent être consi- 
dérées comme des approximations du rapport qui en est la limite. 
Par la manière dont on les a trouvées, il est clair qu’elles sont 
moindres que ce rapport , et que chacune d’elles en est plus ap- 
prochée que les précédentes, et même plus approchée que toute 
valeur, qui, étant moindre que ce rapport, aurait un dénomina- 
teur moindre que la fracdon suivante. Ainsi , par exemple , en 
prenant pour dénominateurs les nombres fl' — (— 1 , fl' — (— 2 , etc. , 
compris entre fl' et fl", on ne pourra trouver , parmi les fractions 

- Cj! 

moindres que le rapport, aucune fraction plus approchée que — 

(X 

Si on applique la recherche du plus grand commun diviseur 
aux deux lignes données , si on forme une fraction continue avec 
les quotients, et si on calcule les réduites successives, on obtien- 
dra ainsi des valeurs approchées , les unes en défaut , les autres 
en excès ; et , en ne conservant que les pretuières , elles devront 
■se trouver parqii celles que nous avons rapportées plus haut. 

2 
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Entre ces réduites , on peut placer des fractions intermédiaires , 
lesquelles, avec les réduites, ne seront autres que la suite des frac- 

tions î>5>>^> etc ’ 

PP P 

Au lieu d’une suite composée de tractions moindres que le rap- 
port , on aurait pu prendre des valeurs approchées en excès ; mais 
ces détails me semblent inutiles. 

Le lecteur érudit , qui aura compris ces courtes observations , 
reconnaîtra que notre procédé , pour démontrer le théorème re- 
latif à la mesure de l’angle dièdre , aussi bien que les théorèmes 
analogues de la Géométrie, se rapproche, quant au fond, de celui 
dont Euclide a fait usage. 

43. Scolie III. Il est très-important de remarquer que si les 
droites AM , AN (fig.' 37), menées dans les deux faces , n'étaient 
point perpendiculaires à AB , l’angle MAN ne pourrait plus me- 
surer l'angle dièdre. D’abord il est évident que si ces droites font 
avec AB des angles inégaux CAM, CAN, et que l’angle dièdre 
diminue jusqu’à zéro, l’angle MAN ne deviendra pas zéro; donc 
il faut que les angles CAM et CAN soient égaux. 

Prenons donc les lignes AM et AN également inclinées sur AB , 
et faisons voir que l'angle de ces obliques ne varie point dans le 
même rapport que celui des plans. A cet effet , changeons la posi- 
tion du plan BAN, et supposons qu’il se place en BAG, et AN en AG . 
Si les angles des obliques mesuraient ceux des plans , on devrait 
avoir 

MABN : MABG : GABN MAN : MAG : GAN. 

Or MABN = MABG -f- GABN ; donc on aurait 
[A] MAN = MAG -f GAN. 

Dans les trois plans , menez les perpendiculaires CM , CN , CG , à 
l’arête B A : les triangles ACM , ACN, ACG seront égaux et don- 
neront CM=CN=CG ; donc les points M , N , G ne sont pas en 
ligne droite ; donc les obliques AM , AN , AG ne sont pas dans un 
meme plan. Or , on démontrera plus loin (49) que , dans ce cas , 
l’angle plan MAN est moindre que MAG -f- GAN ; donc l’éga- 
lité [A] est impossible ; donc l’angle des obliques ne varie point 
dans le même rapport que l’angle dièdre. 

41 . Corollaire. On dit qu’un angledièdre est droit, aigu ou obtus, 
selon que l’angle des perpendiculaires est lui-meme droit, aigu ou 
obtus. D’après ces définitions, il est facile de voir que dans tout 
angle dièdre droit les faces sont perpendiculaires l’une sur l’autre. 
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Il est également facile d’établir , sur les angles dièdres , les' 
propositions qui ont leurs analogues par rapport aux angles’plans. 
Ainsi , par exemple , lorsque deux plans se traversent mutuelle- 
ment, la somme des angles adjacents est égale à deux angles 
droits , et les angles opposés au sommet sont égaux. La rencontre 
de deux plans parallèles par un troisième plan donne lieu aux 
mêmes égalités d'angles que la rencontre de deux droites paral- 
lèles par une sécante : c'est ce que prouvera suffisamment la pro- 
positiou suivante : 

48. Théorème XXXIV (fig. 38). Lorsque deux plans paral- 
lèles, MN et PQ, sont coupés par un troisième plan, RS, les' angles 
dièdres correspondants sont égaux. 

Il s’agit de faire voir que l’angle dièdre MABR=PCDR. Menez 
un plan perpendiculaire à AB , lequel coupera le plan RS suivant 
la ligne AR , et les plans MN , PQ , suivant les parallèles AM , CP , 
de sorte qu’on aura l'angle MAR=PCR. Puisque le plan RAM 
est perpendiculaire à AB , les droites AM et AR sont perpendi- 
culaires aussi à AB , et l’angle MAR mesure l’angle dièdre MABR. 
Mais CD étant parallèle à AB , le plan RAM est aussi perpendicu- 
laire sur CD, et par suite PCR mesure l’angle dièdre PCDR. Or, 
on a MAR = PCR; donc l'angle dièdre MABR = PCDR. 

Scolie (fig. 39). La réciproque n’est point vraie : car si on trace 
dans un plan RS deux droites AB, CD, qui se rencontrent, et si 
on mène , par ces droites , deux plans BM , DP, également inclinés 
vers le même côté R du plan RS , il est évident que ces plans ne 
seront point parallèles. 

Mais si , outre l’égalité des angles dièdres , on suppose que les 
lignes AB et CD soient parallèles (fig. 38), alors les deux plans BM, 
DP sont parallèles. En effet, le plan RAM, perpendiculaire aux 
lignes AB et CD , détermine , par ses intersections avec les trois 
plans , les angles MAR et PCR qui , par hypothèse , doivent être 
éganx; donc CP est parallèle à AM. Mais déjà CD est parallèle 
à AB; donc les plans BM et DP sont parallèles (35). 

40. Théorème XXXV (fig. 40). Si un plan BP divise un angle 
dièdre en deux parties égales, chaque point du plan BP sera égale- 
ment distant des faces BM , BN ; et tout point pris hors de ce plan 
sera inégalement distant de ces faces. 

Dti point C pris dans le plan BP abaissez les perjwndiculaireS 
CD, CE, sur les plans BM, BN, et menez le plan DCE qui coupe 
les trois plans suivant FC , FD , FE. La droite AB sera perpendi- 
culaire à ces trois lignes (n° 37, corollaire I); donc les angles 
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CFD, CFK mesurent les angles dièdres PABM, PABN. Par hypo- 
thèse , ces angles dièdres sont égaux ; donc CFD=CFE. Par suite, 
les triangles rectangles CDF, CEF sont égaux , et l’on a CD=CE. 
Donc chaque point du plan BP est également distant des faces 
BM, BN. 

Soit G un point hors du plan BP : abaissez les perpendiculaires 
GE , GH ; menez le plan EGH , qui détermine les intersections EF, 
FH ; par le point C, où GF. rencontre le plan BP , abaissez sur le 
plan BM la perpendiculaire CD , qui sera dans le plan EGH ; enfin 
joignez DG. On a GD<(GC -j- CD , et comme le point C est dans le 
plan BP , on a CD=CE ; donc GD<GE. Or , GH est perpendicu- 
laire au plan ABM , et GD est oblique ; donc on a GH <^GD ; donc 
à fortiori GH<^GE. Donc tout point hors du plan BP est inégale- 
ment distant des faces BAI, BN. 

47. Thkorkmf. XXXVI (fig. 41). Si (l’un point O, pris dans l'in- 
térieur d’un angle dièdre , on abaisse des perpendiculaires OC, OD, 
sur les deux faces , l’angle COD de ces perpendiculaires sera le 
supplément de l'angle dièdre. 

Le plan COD est perpendiculaire à l’arête AB (n° 57, corol- 
laire I), et il détermine , par ses intersections avec les deux faces , 
l'angle CED, qui mesure l’angle de ces faces. Or, le quadrilatère 
OCKD est rectangle en C et en D; donc l’angle COD est supplément 
de CED 

48. Thkorkmk XXXVII (fig. 42). Si (l’un point O , pris dans . 
l’intérieur d'un angle trièrlrc S , on abaisse < les perpendiculaires 
OP , OQ , OR , sur les fiers ASB , ASC , BSC , ces perpendiculaires 
détermineront un nouvel angle trièdre , dont les faces seront supplé- 
ments des angles dièdres de l’angle solide S , et dont les angles 
dièdres seront suppléments des faces de ce même angle solide. 

Les faces du nouvel angle trièdre O sont les angles plans POQ , 
POR , QOR , formés par les perpendiculaires OP , OQ , OR ; donc , 
d’abord , ces faces sont les suppléments des angles dièdres formés 
suivant SA , SB , SC (47). 

Maintenant, observons que le plan POQ est perpendiculaire 
aux faces ASB , ASC (5«S), et que par suite l’arête SA est perpen- 
diculaire à ce plan (n" 57 , corollaire I). De même SB est perpen- 
diculaire au plan POR, et SC au plan QOR. Ainsi, les arêtes de 
l’angle solide S sont resjtectivement perpendiculaires aux faces de 
l’angle solide O ; donc les laces de S sont les suppléments des angles 
dièdres de O , ou réciproquement les angles dièdres de O sont les 
suppléments des faces de S. 
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Spolie. A cause de ces propriétés, les angles trièdres S et O 
sont dits supplémentaires. On pourrait aussi remarquer qu’à tout 
angle polyèdre correspond un angle polyèdre supplémentaire. 

40. Théorème XXXY1II (lig. 43). Dans un angle trièdre , 
chaque angle plan est moindre que la somme des deux autres. 

Pour qu’il y ait lieu à démonstration, il faut qu’une face soit 
plus grande que chacune des deux autres, prise séparément. 
Soit ASB cette face : faites-y l’angle ASD = ASC; tirez à volonté, 
entre les arêtes SA et SB , la droite AB qui coupe SD en D* sur la 
troisième arête prenez SC = SI) ; enfin menez CA, CB. 

D’après la construction , les triangles ASD, ASC sont égaux; 
donc AD = AC. Mais on a AD-j-DB<AC-f-CB ; donc DB<^CB. 
Ainsi , dans les triangles SBD , SBC , on a SB commun , SD = SC , 
DB<(CB; et de là on conclut l’angle DSB CSB. Ajoutant 
ASD d’une part, et .ASC de l’autre, il vient ASD-)- DSB ou 
ASB < ASC + CSB. 

80. Théorème XXXIX (lig. 44). La somme des angles plans 
qui forment un angle solide est moindre que quatre angles droits. 

Ayant mené un plan qui coupe les arêtes de l’angle solide S 
suivant le polygone ABCDE, prenez un point dans l’intérieur du 
polygone, et joignez-le aux différents sommets A, B, C... De 
cette manière on formera, dans le polygone, des triangles en 
nombre égal à ceux qui se réunissent au sommet S , et par consé- 
quent la somme des angles des premiers est égale à celle des angles 
des derniers. Cela posé, le théorème précédent donne 

OAE + OAB < SAE -f SAB , 

OBA -j- OBC < SBA -j- SBC , 

etc. 

La somme des angles contigus aux points A , B , C est donc 
moindre dans les triangles du polygone que dans les triangles laté- 
raux; donc, par compensation , la somme des angles en S est 
moindre que celle des angles en O. Or, cette dernière somme est 
égale à quatre angles droits ; donc la somme des angles en S est 
moindre que quatre droits. 

81. Théorème XL (lig. 45). On peut toujours former un angle 
trièdre avec trois angles plans qui satisfont aux conditions des deux 
théorèmes précédents . 

Dans un même plan construisons l’angle ASB égal à la plus 
grande des trois faces, et les angles ASM, BSN égaux aux deux 
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autres ; du eentre S , avec un rayon arbitraire , décrivons un cercle 
qui détermine les points A , B , M , N ; prenons l’arc AM' = AM , 
et l’arc BN' = BN ; puisque ASB est la plus grande face , les points 
M' et N 1 devront tomber entre A et B. De plus, par hypothèse , on 
a ASB < ASM -f- BSN ; donc aussi arc A B < AM' -}- HIV'; donc le 
point N' est entre A et M’ ; donc les cordes MM', NN' doivent se 
couperen O dans l’intérieur du cercle. Elevez au point 0 une per- 
pendiculaire OC au plan ASB ; avec une hypoténuse GC, égale 1 la 
demi-corde GM, achevez le triangle rectangle GOC ; enfin joignez 
SC : l’angle solide formé par les arêtes SA , SB , SC sera l'angle 
trièdre demandé. 

Tout se réduit à prouver que les angles ASC , BSC sont respec- 
tivement égaux à ASM , BSN. Et , en effet , OG étant perpendicu- 
laire à la ligne SA , et OC étant perpendiculaire au plan ASB , 
l’angle CGS est droit (19), et par suite les triangles CG9, MGS 
sont égaux; donc l’angle ASC = ASM. L’égalité des memes trian- 
gles donne SC = SM; donc SC=SN. Or l’angle CHS doit aussi 
être droit (19); donc les triangles rectangles CHS, NHS sont 
égaux comme ayant l’hypoténuse égale et ud côté commun ; donc 
enfin l’angle BSC = BSN. 

En prolongeant OC, d’une quantité égale OC', de l’autre côté 
du plan ASB , et joignant SC' , on formerait un second angle trièdre 
qui serait encore composé des memes angles plans. 

82. Thkorèmf. XLI (fig. 46)- Lorsque deux angles trièdres ont 
leurs faces égales, chacune à chacune , les angles dièdres compris 
par les faces égales sont égaux. 

Supposons qu’on ait ASB =A'S'B', ASC=A'S'C', BSC=B'S'C'. 
Dans les plans ASC , BSC , élevez sur l'arête SC les perpendicu- 
laires DE, DF. Prenez S'D' = SD, et, dans les plans A'S'C' , B'S'C', 
menez sur S'C' les perpendiculaires D'E', D'F'. Les deux angles diè- 
dres, formés suivantSC, S'C', ont pour mesures les angles plans EDF, 
E'D'F'; et la question consiste à faire voir que EDF = E'D'F'. 

Des hypothèses et des constructions ci-dessus il résulte que 
SD = S'D’, SDE = S'D'E', ASC = A'S'C'; donc les triangles DSE, 
D'S'E' sont égaux. Par des raisons semblables, les triangles DSF, 
D'S’F' sont aussi égaux ; donc on a 

DE = D'E', DF = D'F', SE = S'E’, SF = S'F'. 

Les triangles ESF , E'S’F 1 ont donc un angle égal compris entre 
côtés égaux; donc EF=E’F'. Donc les triangles DEF, D'E'F'sont 
équilatéraux entre eux; donc l’angle EDF =s E'D'F'. 
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85. Autre démonstration (fig. 47). Les raisonnements précé- 
dents supposent que les perpendiculaires DE , DF rencontrent les 
arêtes SA et SB , ce qui n’arrive pas toujours. La démonstration 
suivante ne soufTre aucune exception. 

Prenez S'D'=SD , et menez , comme plus haut , les perpendi- 
culaires DE, DF, D'E', D'F'. Prenez SG>SD ; tirez GH qui coupe 
SA en H et DE en K ; tirez GI qui coupe SB en I et DF en L ; joi- 
gnez IH, KL. Prenez encore les distances S'G’=SG, S'H'=SH, 
S'I'= SI , et achevez les constructions indiquées sur la figure. 

Le triangle GHS est égal à G'H'S' , GIS à GTS' , HSI à H'ST ; et , 
de là il résulte que les triangles GHI, G'H'I' sont équilatéraux entre 
eux, donc l’angle HGI=H'G'I'. L’égalité des premiers triangles 
donne aussirangleHGS=H'G'S', etIGS=I'G'S' : d’ailleurs, par 
construction, DG = D'G'; donc les triangles rectangles DGK, 

DGL sont respectivement égaux à D'G'K', D'G'L'. De là on con- 
clut GK=G'K', GL=G'L'; donc les triangles GKL, G'K'L' ont 
un angle égal compris entre côtés égaux ; donc KL= K'L'. Mais 
l’égalité des mêmes triangles rectangles donne encore DK=D’K', 
DLsrrD'L'; donc les triangles DKL, D'K'L' sont égaux; donc 
enfin l’angle KDL=K’D'L' : c’est-à-dire que les faceségales com- 
prennent des angles dièdres égaux. 

54. Scolie. On pourrait encore conserver la première démon- 
stration en la complétant de la manière suivante : 

Après avoir reconnu, comme dans la seconde démonstration, que 
l’angle SGH=S'G'H', l’angle SGI=S'G'I', l’angle HGI=HGT; 
on observera que les angles trièdres G et G' ont leurs faces égales 
chacune à chacune , et qu’en outre les angles SGH , SGI , S'G'H'j 
S'GT sont aigus ; donc si on applique la première démonstration 
aux angles solides G et G’, on pourra conclure que les angles 
dièdres HSGI, H'S'GT sont égaux. Or, ils sont précisément ceux 
que forment les faces ASC, A'S'C' avec les faces BSC, B'S'C'. 

58. TmîoaèMK XLII (fig. 48). Deux angles trièdres sont égaux 
lorsque leurs faces sont égales, chacune à chacune, et semblablement 
disposées. 

Soient ASB=A'S'B', ASC=A'S'C', BSC = B'S'C'. Il est tou- 
jours jwssible de placer l’angle solide S' dans l’angle solide S , de 
manière que la face A'S'B' coïncide avec son égale ASB , et que 
l’arête S'C' soit du même côté que SC , par rapport à cette face. 

Par hypothèse , les faces égales doivent être semblablement dispo- 
sées, condition qui signifie qu’après la superposition dont on vient 
de parler , les faces A'S'C', B'S'C' doivent avoir les arêtes SA , SB , 
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communes avec les faces ASC , BSC , qui leur sont respectivement 
« gales. Mais il’ après le théorème précédent, les inclinaisons de A'S'C' 
et de B’S'C' sur la face A'S'B' sont égales aux inclinaisons de ASC 
et de BSC sur ASB ; donc les plans A'S'C', B'S'C' doivent respecti- 
vement coïncider avec ASC, BSC; donc les angles trièdres sont 
égaux. 

86. Sentie. Quand les faces égales ne sont pas semblablement 
dis) «osées , la superposition indiquée plus haut ne fait plus passer 
la face A'S'C suivant l’arête SA , mais suivant SB ; et en même 
temps B'S'C' passe suivant SA. Alors les angles dièdres compris 
entre les faces égales n’en sont pas moins égaux ; mais cette éga- 
lité n’entraîne plus la coïncidence des autres faces , et par suite 
les angles solides ne sont pas égaux. 

Dans ce cas , si on veut encore placer A'S'B' sur ASB , de ma- 
nière que l’arête SA devienne commune aux faces égales ASC , 
A'S’C, et l’arête SB commune aux faces BSC, B'S'C, il est évident 
que S'C' prendra une position SD (lig. 49) de l’autre côté du 
plan ASB. On va démontrer «pie les lignes SC , SD sont dans un 
plan perpendiculaire à la face commune à ASB, et qu’elles sont 
également inclinées à l’égard de cette face. 

Prenez SD=SC; tirez CD qui rencontre le plan ASB en O, et 
menez SO qui est l’intersection des plans ASB , CSD. Dans le 
plan ASB , menez à volonté la droite AOB qui passe au point O , 
et qui rencontre SA et SB ; puis achevez les constructions comme 
sur la figure. Les triangles ACS, ADS sont égaux, et don- 
nent AC = AD. Pareillement, les triangles égaux BCS, BDS , 
donnent BC = BD; donc AB est perpendiculaire au milieu de CD. 
Le point O est donc le milieu de CD ; et puisqu'on a pris SC = SD, 
il s’ensuit que SO est perpendiculaire à CD. La ligne CD est donc 
|>erpendiculaire à la fois à AB et à SO ; donc par suite le plan CSD 
est per]>endiculaire au plan ASB (58). De plus, les triangles 
égaux COS , DOS prouvent que les lignes SC et SD sont égale- 
ment inclinées à l’égard de ce plan. 

Quand deux angles trièdres sont tels que les précédents, c’est- 
à-dire quand ils ont les faces égales et également inclinées , mais 
qu’ils ne peuvent point coïncider , parce que les faces égales ne 
sont point semblablement disjwsées, on «lit qu’ils sont symétriques. 

87. Pour ne rien laisser à désirer sur les angles polyèdres, il 
faudrait expliquer comment on ramène leur mesure à celle des 
angles dièdr«‘S : mais , sur ce point , je renverrai aux traités or- 
dinaires de géométrie. 
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Théorèmes à démontrer. 

88. Je terminerai par proposer , seulement comme exercices , 
les énoncés de divers théorèmes dont les démonstrations se dé- 
duisent avec facilité de ce qui précède 

I. Si , par un point d’une droite A , on mène plusieurs droites 
égales , formant des angles égaux avec A , les extrémités de ces 
droites seront situées sur une circonférence de cercle dont le plan 
est perpendiculaire à la droite A, et dont le centre est sur cette 
droite. 

IL Lorsqu’une droite fait des angles égaux avec trois droites 
passant par son pied dans un plan , ces angles sont droits , et la 
droite est perpendiculaire au plan. 

III. Toutes les parallèles à une droite , menées par les différents 
points d’une même droite , sont dans un même plan. 

IV. Lorsque, par les différents points d’une droite située dans 
un plan , on mène , d’un même côté de ce plan , des droites paral- 
lèles et égales , les extrémités de ces parallèles sont sur une droite 
parallèle au plan. 

V. Si une droite est perpendiculaire à un plan , tout plan paral- 
lèle à cette droite est perpendiculaire au même plan . 

VI. Si deux plans sont perpendiculaires entre eux, toute droite 
jKü'pendiculaire à l’un d’eux est parallèle à l’autre , ou y est con- 
tenue tout entière. 

Et , réciproquement , si une droite est parallèle à un plan , tout 
plan perpendiculaire à cette droite est aussi perpendiculaire au 
premier plan. 

VII. Si un plan est parallèle à deux droites qui se coupent , il 
est parallèle au plan de ces droites. 

VIII. Si trois droites , non situées dans un même plan , sont 
égales et parallèles , les triangles formés de part et d’autre , en 
joignant leurs extrémités , sont égaux, et leurs plans sont paral- 
lèles. 

IX. Si , par les différents points d'un plan , on mène , du même 
côté de ce plan , des droites égales et parallèles , les extrémités de 
ces droites seront dans un plan parallèle au premier. 

X. Si une droite est parallèle à un plan, toute droite parallèle 
à celle-là est aussi parallèle au même plan, ou bien elle y est située 
tout entière. 

XI. Quand deux droites A et B sont parallèles , deux droi- 
tes A' et B', respectivement parallèles à A et à B, sont parallèles 
entre elles. 
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XII. Quand deux plans P et Q sont parallèles, deux plans P'et Q', 
respectivement parallèles à P et à Q, sont parallèles entre eux. 

XIII. Si deux plans P et Q sont respectivement parallèles à deux 
plans P' et Q 1 qui se coupent , l’intersection des deux premiers est 
parallèle à celle des deux derniers. 

XIV. Lorsque deux plans sont parallèles, une droite parallèle 
à l’un d’eux est aussi parallèle à l’autre , on bien elle y est com- 
prise tout entière. 

XV. Quand deux droites se coupent, les plans respectivement 
perpendiculaires à ces droites se coupent aussi. 

XVI. Quand une droite et un plan se rencontrent, une droite 
perpendiculaire au plan et un plan perpendiculaire à la droite se 
rencontrent aussi. 

XVII. Les plans perpendiculaires aux milieux des côtés d’un 
triangle se coupent suivant la même droite. 

XVIII. Étant donnés quatre points non situés dans le même plan, 
si on mène des plans perpendiculaires aux milieux des droites qui 
joignent ces points deux à deux , tous ces plans iront passer par un 
même point. 

XIX. Deux droites parallèles qui rencontrent tin plan sont éga- 
lement inclinées sur ce plan 

XX. Deux plans parallèles qui rencontrent une droite font , 
avec cette droite , des angles égaux. 

XXI. Deux angles dièdres sont égaux lorsque leurs faces sont 
parallèles et dirigées du même côté. 

XXII. Les trois plans qui divisent en deux parties égales les 
angles dièdres d’un angle solide triple , se coupent suivant la 
même droite. 

XXIII. Si deux droites, non situées dans le même plan, sont 
divisées en deux parties , de telle sorte que les deux segments de 
l’une soient proportionnels aux deux segments de l’autre , on 
pourra toujours conduire trois plans parallèles entre eux : l’un , 
passant par les deux extrémités supérieures des droites; le second, 
par les extrémités inférieures ; et le troisième , par les deux points 
de division. 

XXIV. Étant données trois droites non parallèles à un plan , 
tellement situées que deux d’entre elles , prises comme on vou- 
dra , ne soient pas dans le même plan , on peut toujours con- 
struire un parallélépipède qui ait trois arêtes dirigées suivant ces 
droites. 
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TRAITÉ 


DE GÉOMÉTRIE 

DESCRIPTIVE. 


PREMIÈRE PARTIE. 

LA LIGNE DROITE ET LE PLAN. 


Notions fondamentales. 

I . La géométrie descriptive a pour objet spécial 
d’exposer les méthodes au moyen desquelles on ramène 
la résolution des questions qui embrassent les trois di- 
mensions de l’étendue, à des constructions qu’on puisse 
effectuer sur un plan. 

Un seul exemple suffira pour montrer toute l’impor- 
tance de cette partie des mathématiques. Supposons 
qu’on demande le centre de la sphère circonscrite à une 
pyramide triangulaire. On reconnaît facilement que les 
plans perpendiculaires aux milieux des arêtes se cou- 
pent au centre de cette sphère; mais comment réaliser 
cette construction? comment obtenir ces plans? et 
comment trouver leur intersection ? 

Ici on sent la nécessité d’établir des procédés au 
moyen desquels on puisse représenter exactement sur 
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un plan toutes les données d’un problème, et faire en- 
suite avec ces données, des constructions qui, sans 
sortir de ce plan, conduisent à des résultats sur les- 
quels il n’y ait plus à effectuer que des opérations sim- 
ples et faciles , pour en déduire les véritables déterini- 
dations exigées par l’énoncé du problème. 

2. Toutes les méthodes qui remplissent ces condi- 
tions sont du ressort de la géométrie descriptive; mais 
celle des projections est la plus simple de toutes et en 
même temps la plus fécondé : c’est elle qui sert de base 
à toutes les autres , et c’est elle que je me propose de 
développer dans ce traité. En sommaire, on peut dire 
qu’elle consiste à prendre deux plans fixes qui se cou- 
pent , à y rapporter tous les points de l’espace par des 
perpendiculaires abaissées de ces points sur les deux 
plans , et à faire tourner ensuite l’un de ces plans au- 
tour de son intersection avec l’autre , pour le rabattre 
sur celui-ci. Entrons dans les détails. 

3. On appelle projection d’un point sur un plan 
le pied île la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
le plan. 

Ainsi, concevez que par le point P (pl. II, fig. 1), 
on mène P p perpendiculaire au plan MN : le pied p de 
cette perpendiculaire est la projection du point P sur le 
plan MN. Le plan MN se nomme alors plan de projec- 
tion. Il est clair que le point p est en même temps la 
projection de tous les points de la droite P p. 

4. La projection d'une ligne sur un plan est la 
ligne formée par les projections de tous tes points de 
cette ligne. 
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Des différents points de la courbe AB (fig. \ ), abaissez 
des perpendiculaires sur le plan MN : la ligne ab , formée 
par les pieds de ces perpendiculaires , est la projection 
de la courbe AB. Ces perpendiculaires étant parallèles 
entre elles , leur ensemble forme une surface cpii appar- 
tient à la classe de celles qu’on appelle cylindres ; et , 
pour cette raison , on la désigne souvent sous la déno- 
mination de cylindre projetant. 

On peut considérer la projection ab comme l’inter- 
section de ce cylindre par le plan MN, et il est évident 
que toutes les courbes tracées sur ce cylindre ont aussi ab 
pour projection. 

iî. Quand la courbe AB est plane, et que son plan 
est perpendiculaire au plan de projection (fig. 2), le cy- 
lindre projetant n’est autre chose que le plan même de 
la courbe : car les perpendiculaires, qui déterminent les 
projections des points de cette courbe , sont toutes ren- 
fermées dans ce plan ( Introd . 56). Alors la projection 
de la courbe se réduit à une droite ab. 

Lorsque la courbe est dans un plan parallèle au plan 
de projection , il est clair qu’elle a pour projection une 
courbe qui lui est parfaitement égale. 

6. Lorsque la ligne à projeter est une droite AB(fig. 3), 
les perpendiculaires, abaissées de sesdififérents points sur 
le plan de projection MN, sont encore dans un même 
plan , et par conséquent sa projection est une droite. Or, 
deux points déterminent une droite; donc, pour pro- 
jeter la droite AB sur le plan MN, il suffit de faire les 
projections a et b de deux de scs points , et do mener une 
droite par ces deux projections. 
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Remarquez aussi que, pour avoir le plan projetant 
de la droite AB , il suffit de mener, par un de ses points , 
une perpendiculaire A a au plan MN , et de faire passer 
un plan par les deux droites AB et ka. 

Si la droite AB était perpendiculaire au plan MN, sa 
projection se réduirait à un seul point, et ce serait celui 
où elle rencontre le plan MN. 

7 . Un point est complètement déterminé quand on 
connaît ses projections sur deux plans qui se coupent. 
F.n effet , ce point doit se trouver sur les perpendicu- 
laires menées à ces plans par les deux projections don- 
nées ; et ces perpendiculaires ne peuvent se couper en 
plus d'un point. 

Mais il y aurait erreur de croire que deux points, pris 
à volonté dans deux plans qui se coupent , sont toujours 
les projections d’un même point de l’espace. Pour que 
cela soit, il faut que ces points remplissent une condi- 
tion qu’on va établir. 

8. Pour que deux jmnts, situés respectivement dans 
deux plans qui se coupent, soient les projections d’un 
même jioint de l’espace , il faut y et cette condition est 
suffisante, que les perpendiculaires menées par ces 
points sur l' intersection des deux plans , tombent au 
même point de cette intersection. 

Soient (fig. 4) deux plans xyz , xyu, dont l’intersec- 
tion est xy. D’un point A, pris à volonté dans l’espace, 
abaissez sur ces plans les perpendiculaires A a, A d\ puis, 
menez par ces lignes le plan A apd qui coupe la ligne xy 
au point p, et les deux plans suivant les droites ap, dp. 
D’après des théorèmes connus (Introd. 5o, 37), la 
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ligne .rasera perpendiculaire au plan Kapd, et par suite 
aux droites ap, dp, qui passent par son pied dans ce 
plan ; donc les perpendiculaires abaissées sur xy, par 
les projections a et a! du point A , doivent tortiber au 
même point. 

Il faut encore prouver que cette condition suffit, c’est- 
à-dire que deux points a et d qui y satisfont sont toujours 
les projections d’un même point de l’espace. En effet , 
la ligne xy étant perpendiculaire aux droites ap , dp , 
doit l’être aussi au plan apd , et par suite les plans xyz, 
xyu sont perpendiculaires à ce dernier, ou réciproque- 
ment le plan apd est perpendiculaire aux plans xyz, xyu. 
Donc, si en a et d on élève des perpendiculaires à ces 
plans, elles seront dans le plan apd ( Introd . 36); et 
dès lors il est évident qu elles doivent se couper en un 
point A , dont les projections sont a et d. 

9 . Une droite est déterminée quand on cannait ses 
projections sur deux plans qui se coupent. En effet, par 
chaque projection , concevez un plan perpendiculaire au 
plan de cette projection; vous aurez ainsi deux plans qui 
doivent contenir la droite (6) , et leur intersection fera 
connaître cette droite. 

Par exemple , si ai) et dû (fig. 5) sont les projections 
d’une droite, on imaginera suivant ab un plan perpen- 
diculaire au plan xyz , et suivant dU un plan perpendi- 
culaire à xyu. L’intersection AB des deux plans ainsi 
déterminés est la droite qui a pour projections ab, dU . 

Quand les droites ab , dU sont perpendiculaires 
à xy (fig. 6), et coupent celte ligne en des points dif- 
férents tu et n, elles ne peuvent pas être les projections 
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d’une même droite. Pour le prouver, il suffit de faire 
voir que le plan amp, conduit par la ligne am perpen- 
diculairement au plan xyz , est parallèle au plan dnq , 
mené suivant dn perpendiculairement à xyu. En effet, 
de ce que les plans amp et xyz sont pcrpcndicu- 
lai res entre eux, et de ce que rnx est perpendiculaire 
à am, il s’ensuit que la ligne xy est perpendiculaire 
au plan amp ( Introd . 35). Par une raison analogue, 
la ligne xy est perpendiculaire au plan dnq ; donc 
les deux plans amp , dnq sont perpendiculaires à la 
droite xy, et par conséquent ils sont parallèles entre 
eux ( Introd . 28). 

Mais si les deux projections ab , dü, perpendiculaires 
à xy, rencontrent cette ligne au même point m (fig. 7), 
alors le plan amd de ces droites est perpendiculaire aux 
deux plans xyz , xyu, à la fois; de sorte que toutes les 
droites situées dans ce plan ont pour projections ab et dü . 
Dans ce cas , pour achever de déterminer la droite, il faut 
donner sa projection d'U' sur un nouveau plan sxt qui 
ne passe point par la ligne xy. 

10 . En général , les projections d’une courbe quel- 
conque sur dewv plans qui se coupent, déterminent 
cette courbe. En effet, abc et dUd (fig. 8) étant les pro- 
jections de la courbe ABC sur les plans xyz et xyu, con- 
cevez des perpendiculaires à chacun de ccs plans, par 
les différents points de ces deux projections : elles for- 
meront deux surfaces cylindriques ac CA, ddCA , qui 
doivent contenir la courbe ABC, et qui par conséquent 
déterminent cette courbe par leur intersection. 

Si les surfaces cylindriques ne se coupent pas , c’est 


VF? 




LA LIGNÉ DnOlTK KT LÉ PLAN. 33 

que les projections données n’appartiennent pas à une 
même ligne. 

Quand la courbe ABC est plane , et que son plan est 
perpendiculaire à xjr, les deux cylindres projetants ne 
sont autre chose que ce plan lui-même , et la courbe ABC 
n'est plus déterminée. Cette indctermi nation est ana- 
logue a celle qui a été remarquée pour la ligne droite à 
la fin du numéro précédent, et on y remédie de la même 
manière. 

i 1 . Un plan est déterminé quand on connaît ses 
traces sur deux plans ftxes qui se cou peu t, c’est-à-dire les 
droites suivant lesquelles il rencontre ces deux plans. 

Cette proposition est déjà connue : elle revient à dire 
que deux droites qui se coupent déterminent un plan. 

Pour fixer la position d’un plan , on pourrait aussi em- 
ployer les projections de trois de ses points sur les deux 
plans fixes ; mais ses traces sont d’un usage plus com- 
mode. En général , un plan rencontre la ligne d’intersec- 
tion des deux plans fixes ; et il est clair que le point de ren- 
contre a (fig. 9) doit appartenir aux deux traces an., dy. 

Si le plan est parallèle à xjr (fig. 1 0), ses traces seront 
aussi parallèles à xjr (Jntrod. 26). S’il est perpendicu- 
laire à xjr, elles seront perpendiculaires à xy. 

S il est parallèle à l’un des deux plans , sa trace sur 
l’autre plan sera parallèle hxy, et alors cette trace suffit 
pour le déterminer. Enfin , si le plan dont il s’agit passe 
par la ligne xjr, ses deux traces se confondent avec cette 
ligne, laquelle ne suffit pas pour le déterminer : alors il 
faut donner sa trace bx sur un nouveau plan sxl (fig. 11). 

12. Nous renvoyons ce qui concerne les surfaces 

3 
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courbes à la seconde partie de ce traité. Ce qui pré- 
cède suffît déjà pour montrer comment les données de 
tous les problèmes , dans lesquels on considère les trois 
dimensions de l’étendue , peuvent se représenter avec 
exactitude par des points et des lignes situés dans deux 
plans fixes qui se coupent , et qui ont entre eux une 
inclinaison convenue. 

Afin de réunir toutes les constructions sur un seul des- 
sin, on fait tourner l’un des deux plans, oy «(fig. 12), 
par exemple, autour de son intersection xy avec l’autre 
plan xyz , pour l’appliquer sur ce dernier, en xyd. I)e 
cette manière , les lignes tracées dans le plan xyz n’ont 
pas changé ; mais , pour concevoir nettement la position 
de celles qui sont dans l’autre plan , il faut, parla pensée, 
remettre ce plan dans sa vraie situation. Quant aux 
points situés hors de ces plans , ils ne doivent point 
paraître dans les figures. 

13. Après le rabattement , les projections d’un même 
point ont entre elles une liaison qu’il est très-impor- 
tant de remarquer. Soient (fig. 12) a et «'ces projections 
avant le rabattement : on sait (8) que les perpendicu- 
laires abaissées de ces projections sur la ligne xy vont 
tomber au même point p. Or, pendant que le plan xyu 
tourne autour de xy, la droite pd ne cesse pas d’être 
perpendiculaire à xy, donc , quand le plan xyu s’appli- 
quera en xyd sur le plan xyz , la ligne pd sera le pro- 
longement pd ' de pn. 

De là ce théorème, d’un usage presque continuel, que 
les projections d’un point sur deux plans sont situées 
sur une perpendiculaire à l’ intersection de ces plans. 
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14. Jusqu’ici on n'a fait aucune hypothèse sur l’angle 
des deux plans de projection. Mais afin de rendre les 
constructions plus simples , qii prendra dans la suite ces 
plans perpendiculaires entre eux. L’usage établi est de 
considérer l’un d’eux comme horizontal , quoiqu’il puisse 
avoir telle position qu’on voudra , et l’autre comme ver- 
tical. Leur intersection est nommée ligne cle terre. 

Suivant qu’une droite est parallèle au plan horizontal , 
ou qu elle lui est perpendiculaire , on dit qu’elle est ho- 
rizontale ou verticale. C’est dans le même sens qu'on 
dit d’un plan qu’il est horizontal , ou qu’il est vertical. 
Il faut avoir grand soin de ne pas se tromper dans l’em- 
ploi de ces dénominations. Ainsi , parce qu’une droite 
est parallèle au plan vertical, il ne s'ensuit pas qu elle 
soit verticale, à moins qu’elle ne soit en même temps 
perpendiculaire au plan horizontal. 

Chaque projection , chaque trace de plan prend le 
nom du plan qui la renferme. Par exemple , les pro- 
jections et les traces situées dans le plan vertical sont 
des projections et des traces verticales. 

13. De ce que les plans de projection sont perpendi- 
culaires entre eux, il résulte plusieurs conséquences. 

1° Si un point ou une ligne est dans l’un des deux 
plans , sa projection sur l’autre plan sera sur la ligne 
de terre. En effet, les perpendiculaires qui déterminent 
cette projection sont toutes comprises dans le premier 
plan ( Introd . 36). 

2° Si une ligne est dans un plan parallèle à l’un des 
deux plans , sa projection sur l’autre plan sera une 
droite parallèle à la ligne de terre. Par exemple, si une 


Digitized by GoogI 


36 PRKMlfcüK l'ARTIt. 

ligne est dans un plan lioritonzal , les perpendiculaires 
qui déterminent sa projection verticale sont renfermées 
dans ce plan horizontal; donc la projection verticale est 
l’intersection de ce plan avec le plan vertical de projec- 
tion , laquelle est une droite parallèle à la ligne de 
terre ( Introd . 29). 

3° Si un plan est perpendiculaire à P un des plans 
de projection, sa trace sur P autre plan sera perjtendi- 
culaire à la ligne de terre. Par exemple , un plan ver- 
tical a pour trace verticale une perpendiculaire à la ligne 
de terre ( Introd . 37). 

4° les perpendiculaires menées à la ligne de terre , 
parles projections d'un point, sont égales aux distances 
de ce point aux deux plans de projection. En effet, 
soit A (fig. 13) un point dont les projections sont« etd : 
de ce que les plans de projection sont à angle droit , il est 
facile de conclure que les intersections du plan a Ad avec 
ces plans déterminent un rectangle A apd , et que par 
suite on a ka—dp et A d—ap. 

Quand le plan vertical est rabattu sur le plan hori- 
zontal, on savait déjà (13) que la droite apd 1 , menée 
par les projections a et «"d’un même point A, est per- 
pendiculaire à la ligne de terre xy. Mais ici on voit de 
plus que la partie d'p donne sur-le-champ l’élévation 
de ce point au-dessus du point horizontal , et que ap est 
sa distance au plan vertical. 

16. H n’a été question jusqu’à présent que d’une 
seule espèce de projections : de celles qui se font en 
abaissant des perpendiculaires sur un plan (3) , et que 
pour cette raison on nomme orthogonales. Elles sont , 
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à la vérité , celles dont l’usage est le plus commode et le 
plus étendu ; mais il en existe encore d’autres. Ainsi , 
en prenant des droites parallèles entre elles, et obliques 
à l’égard d’un plan , on aurait des projections obliques ; 
et en faisant partir toutes les droites d’un point unique , 
on aurait des projections perspectives. 

En général , on peut imaginer telle loi qu’on voudra 
pour déterminer, sur une surface donnée, des points 
qui correspondent aux différents points de l’espace ; et 
les points ainsi déterminés pourront encore être dési- 
gnés par le nom de projections. Mais il faut avoir soin 
de bien spécifier la projection dont on veut faire usage : 
autrement, il est toujours entendu qu’on emploie la pro- 
jection orthogonale. Dans le cours de ce traité, on n’en 
considérera point d’autre. 

17. Maintenant, je vais exposer les solutions des 
problèmes principaux qu’on peut proposer sur la ligne 
droite et le plan. Le dessin qui contient toutes les con- 
structions d’un problème se nomme une Épure. Les 
données et les résultats y seront toujours figurés par des 
lignes pleines ; et les lignes de construction , par des li- 
gnes ponctuées qu’on fera varier selon le besoin. 

Pour rendre les explications faciles à suivre, j’aurai 
soin aussi de mettre une certaine uniformité dans la nota- 
tion. Les grandes lettres A, B, C,... désigneront des 
points de l’espace , et paraîtront rarement dans les épu- 
res. Les petites lettres a , b, c,... écrites sans accents, 
seront affectées au plan horizontal ; et en les accentuant, 
comme sont il, U, </,..., elles seront réservées au plan 
vertical. I.a ligne de terra sera toujours désignée par xy, 
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et le plus souvent les lettres grecques a, j3, y,,., indi- 
queront des points situés sur cette ligne. 

J’emploie aussi différentes abréviations consacrées 
par l’usage. Le point [a,d] est celui qui a pour projec- 
tions a et d\ la ligne \ab, d/J] , celle qui a pour projec- 
tions nb et dU ; et le plan artd, celui dont les traces 
sont aa. et da. Enfin , quand on dira qu’un point , une 
ligne, ou un plan , sont donnés , il faudra entendre qu’on 
connaît les projections du point, celles de la ligne, ou 
les traces du plan. De même, quand on proposera de 
déterminer un point, ou une droite, ou un plan, ce 
seront les projections du point , ou celles de la droite , 
ou les traces du plan , qu’il s’agira de trouver. 

Problèmes. — Intersections des droites et des plans. 

18 . Problème I. tes projections dune droite étant 
connues, trouver ses traces , c’est-à-dire les points où 
la droite rencontre les plans de projection. 

La droite dans l’espace est l’ intersection de ses deux 
plans projetants (9). Or, le point de rencontre des traces 
horizontales de ces deux plans est évidemment commun 
aux deux plans; donc il est un des points de la droite : 
et comme il est dans le plan horizontal , il est la trace 
horizontale de la droite. Un raisonnement semblable 
prouve que l’intersection des traces verticales des deux 
plans projetants est la trace verticale de la droite. 

Soient ab et dû (Prob. prein. part. fig. 1-1 ) les pro- 
jections données, qui rencontrent la ligne de terre xy 
en a et U. Le plan vertical élevé suivant ab est un plan 
projetant de la droite (6) : sa trace horizontale est ab, et 
sa trace verticale est une droite, telle que av , perpendi- 
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culaire à xj{\ «S, 3°). L’autre plan projetant a pour trace 
verticale dU, et pour trace horizontale U h perpendicu- 
laire à xj. Le point h où se coupent les traces horizon- 
tales , et le point c où se coupent les traces verticales , 
sont donc des points de la droite située dans l’espace; et 
puisqu’ils appartiennent aux plans de projection, ils sont 
les traces mêmes de cette droite. 

Ce qui précède se résume dans cette règle générale. 
Pour connaître la trace horizontale d’une droite , pro- 
longez sa projection verticale jusqu’à la ligne de terre , 
et par le point de rencontre menez dans le plan hori- 
zontal une perpendiculaire à la ligne de terre : elle ira 
couper la projection horizontale de la droite au point 
cherché. Pareillement, pour avoir la trace verticale de 
la droite, prolongez sa projection horizontale jusqu’à la 
ligne de terre, et, au point d’intersection, élevez dans 
le plan vertical une perpendiculaire à la ligne de terre, 
cette perpendiculaire coupera la projection verticale de 
la droite au point demandé. 

Remarques. En changeant les projections ab et dU, les 
traces h et v peuvent prendre une infinité de positions 
différentes. Nous remarquerons quatre cas principaux. 

Dans la fig. 1-1 , la trace horizontale h est au-devant 
de la ligne de terre, et la trace verticale v est au-dessus. 

Dans la fig. 1-2 , la trace horizontale h est encore de- 
vant la ligne de terre ; mais la trace verticale v est sur la 
partie inférieure du plan vertical. 

Dans la fig. 1-3, c’est le contraire : la trace horizon- 
tale h est derrière la ligne de terre, et la trace verticale c 
au-dessus. 
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Enfin , la fig. 1-4 représente le cas où la trace h est 
sur la partie postérieure du plan horizontal , et la trace y 
sur la partie inférieure du plan vertical. 

19. Problème II. Les traces de deu.v plans étant 
connues, construire les projections de leur intersection. 

Soient ni (fig. II-1 ) l'intersection des traces horizon- 
tales, et n' celle des traces verticales. Ces points sont’com- 
muns aux deux plans, et la droite qui les joint dans l’espace 
est évidemment l’intersection de ces plans. Le point ni 
étant sur le plan horizontal , il est lui-même sa projection 
horizontale, et, en abaissant mm! perpendiculaire à xy, 
sa projection verticale sera ni. Pareillement, le point n' 
est lui-même sa projection verticale, et sa projection ho- 
rizontale n se trouve en menant la perpendiculaire n'n 
à xy. Donc , en tirant les droites mn et ni ri, on aura les 
projections de l’intersection demandée. 

Cas particuliers. 1° Quand l’un des plans donnés a 
une trace perpendiculaire à la ligne de terre , la trace 
horizontale par exemple, ce plan doit être perpendi- 
culaire au plan vertical , et par conséquent sa trace ver- 
ticale est la projection verticale de son intersection avec 
l’autre plan donné. Du reste, la construction est la même. 

2° Supposons que, sur un plan de projection, les traces 
des deux plans donnés soient parallèles entre elles; par 
exemple, que ce soient les traces horizontales (fig. II- 2). 
L’intersection des deux plans sera parallèle à ces traces 
( Introd . 23); donc la projection horizontale mn de cette 
intersection leur est aussi parallèle ( Introd . 26), et sa 
projection verticale ni ri est parallèle à la ligne de terre. 
Ce cas n’a aucune difficulté. 


Digitized by Google 



LA. LIGNE DROITE ET LE PLAN. 41 

3° Considérons le cas où les deux plans donnés ren- 
contrent la ligne de terre au même point. Tels sont les 
plans apd et bpU (fig. II-3). Alors la construction géné- 
rale étant en défaut , on peut couper ces plans par un 
plan quelconque, et chercher, comme plus haut, les 
projections des deux droites d’intersection. Les points 
où ces projections se rencontrent sont les projections 
d’un point commun aux deux plans donnés; et comme 
le point p où ces plans coupent la ligne de terre leur est 
commun aussi , il s’ensuit que les projections de leur 
intersection sont complètement déterminées. 

Assez ordinairement on prend le plan auxiliaire per- 
pendiculaire à la ligne de terre : on le considère alors 
comme un nouveau plan de projection sur lequel on 
cherche les traces des plans donnés, et de cette manière 
on ramène la construction à celle du cas général. Cette 
solution est développée dans la figure. 

Les traces du plan auxiliaire y sont représentées par 
les droites [3a, [3a f , perpendiculaires à xj\ elles rencon- 
trent les traces du plan apd en a et d\ et , si on conçoit 
pour un moment le plan vertical de projection rétabli 
perpendiculaire au plan horizontal, la droite qui join- 
drait a et d serait la trace du plan apd sur le plan auxi- 
liaire. Faisons tourner ce dernier plan autour de [3a pour 
l’appliquer sur le plan horizontal , le point a ne chan- 
gera pas, la ligne j3a' se placera sur [3/-, et le point d se 
portera à la distance fid'— j3«'; par conséquent, la droite 
qui unit dans l’espace a et d sera rabattue en au". 

On trouve de la même manière, sur le plan auxiliaire, 
la trace bb" de l'autre plan donné ; le point d où elle 
coupe ad' est commun aux deux plans ; et il n’y a plus 


42 PREMIÈRE PARTIE. 

qu’à déterminer les projections de ce point sur les plans 

primitifs. 

Or , si on abaisse dm perpendiculaire sur fia , sa pro- 
jection horizontale sera m; et si ensuite on mène dd per* 
pendiculaire sur et qu’on ramène flde n | ini sur fia’, 
sa projection verticale sera ni. Donc les projections de 
l’intersection cherchée seront les droites pm et pni. 

4° Enfin , soit le cas où les plans donnés sont parallèles à 
la ligne de terre (fig. II-4). Alors leurs traces sont paral- 
lèles à cette ligne ( Introd . 26); leur intersection l’est 
aussi , et la construction générale est encore en défaut. 
Mais on remédie à cet inconvénient au moyen d’un plan 
auxiliaire, tout à fait comme dans le cas précédent. Dans 
la figure, ce plan a été pris oblique à la ligne de terre ! on 
aurait pu aussi le prendre perpendiculaire à cette ligne. 

20. Problème III. Trouver P intersection dune 
droite et d’un plan. 

Le moyen de solution consiste à mener par la droite 
un plan quelconque, à chercher la droite suivant laquelle 
il coupe le plan donné, et à déterminer le point de ren- 
contre des deux droites. 

La construction est fort simple , quand le plan auxi- 
liaire est perpendiculaire à l’un des plans de projection. 
Soient (fig. III-1) a a, oui les traces du plan donné, 
et bc , dd les projections de la droite. Prenons pour plan 
auxiliaire le plan vertical qui contient la droite : sa trace 
horizontale sera bc , et sa trace verticale sera rnnl per- 
pendiculaire à xjr. Soient det/ri les points où ces traces 
rencontrent celles du plan donné : abaissez dd! perpen- 
diculaire à xp-j et en tirant nid vous aurez la projection 
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verticale de l’intersection des deux plans. La projection 
verticale du point cherché doit donc être sur rr/it . Or , 
elle doit être aussi sur la projection verticale Vd de la 
droite donnée; donc elle est à la rencontre cl de ces deux 
droites. On conclut ensuite la projection horizontale o 
du point cherché , en menant sur xy la perpendicu- 
laire do , qui va couper en o la projection horizon- 
tale bc de la droite donnée. 

On peut aussi obtenir directement le point o, comme 
on a trouvé d, en prenant le plan auxiliaire perpendi- 
culaire au plan vertical. Les traces de ce plan auxiliaire 
sont n'n et riU, et elles coupent en n et en d celles du plan 
donné. On abaisse donc de perpendiculaire à xy, puis 
on mène en qui doit rencontrer bm au point cherché o. 

La fig. I1I-2 représente les constructions qu’il faut 
exécuter quand le plan auxiliaire , qu’on mène par la 
droite donnée , a une position quelconque. Pour qu’il 
contienne cette droite , il faut que ses traces passent par 
celles de la droite. En conséquence , je détermine d’a- 
bord (1 8) les traces n et ni de la droite donnée [bc, lid] ; 
puis, par ces traces et par un point (3 pris à volonté sur.rj*, 
je mène les lignes j3 p et |3//. On est assuré que la droite 
donnée est dans le plan p$[i, puisqu’elle y a deux points. 

Cela fait, on détermine (1 9) la droite d’intemection 
des deux plans : c’est-à-dire que par les points d et d, où 
se coupent les traces de ces plans, on mène des perpen- 
diculaires rW et sur. rr; qu’ensuiteon tire les droites de 

et (td\ et que ces droites sont les projections de l’intersec- 
tion des deux plans. Or, les projections du point cherché 
doivent être sur ces projections , et aussi sur celles de la 
droite donnée [bc, Vd]\ donc les projections de ce point 
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sont déterminées. La projection horizontale est en o, et 
la projection verticale en d, par conséquent la droite od, 
qui joint ces projections, doit être perpendiculaire à xj\ 

Cas particulier . Nous ne remarquerons qu’un seul cas 
particulier : celui où la droite donnée est perpendiculaire 
à l’un des plans de projection ; par exemple , au plan 
horizontal (fig. 111-3). Sa projection sur ce plan sera un 
point unique o , lequel suffît pour déterminer la droite; 
et quant à sa projection verticale dd elle est perpen- 
diculaire à xj. Ici le plan auxiliaire edd doit être ver- 
tical , et par conséquent sa trace verticale dd est aussi 
perpendiculaire à xy ; mais sa trace horizontale n’est 
assujettie qu’à la seule condition de passer au point o. 
La construction reste d’ailleurs la même que dans le cas 
général. La projection verticale du point cherché est 
marquée en d , et la projection horizontale en o. 

On peut modifier la construction en prenant la trace 
horizontale du plan auxiliaire telle qu’est oe , parallèle, 
à la trace horizontale «a du plan donné ; ou bien telle 
qu’est oJ\ parallèle à la ligne de terre. Dans le premier 
cas, l’intersection des deux plans sera aussi parallèle 
à ai (Jntrod. 23), et sa projection verticale dd sera pa- 
rallèle à xy. Dans le second cas, l’intersection des plans 
sera parallèle à id, et par suite la projection verticale fd 
le sera aussi. 

Dans le cas particulier qu’on vient d’examiner , on 
peut considérer le point o comme la projection horizon- 
tale d’un point situé dans le plan donné aad, et il est 
clair que ce dernier point doit être l’intersection du 
plan aid avec la verticale élevée en o. On voit ainsi 
que la construction précédente servira à résoudre cette 
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question : Étant donnée lune des projections d’un point 
situe' dans un plan, trouver l autre projection. 

21. Problème IV. Déterminer te point d’intersec- 
tion de trois plans donnés. 

Les plans, pris deux à deux, déterminent trois droites 
qui passent au point demandé. En conséquence on cher- 
che, par le problème II, les projections de ces droites; 
et , quand les constructions sont exactes , les trois pro- 
jections horizontales se coupent en un même point, qui 
est la projection horizontale du point demandé ; les trois 
projections verticales se coupent aussi en un même point, 
qui est la projection verticale du point demandé ; et enfin 
la droite qui passe par ces deux projections est perpen- 
diculaire à la ligne de terre. 

Dan^ fig- IV, les projections horizontales des inter- 
sections des trois plans , pris deux à deux , sont ad, bf, ce; 
les projections verticales sont dd, Uf, dé; et le point 
cherché a pour projections o et o'. 

Droites et plans déterminés par diverses conditions. 

22. Problème V. Connaissant les projections de 
deux points , trouver les projections et la vraie gran- 
deur de la droite qui joint ces deux points. 

Soient (fig. V) a et d, b et U, les projections de deux 
points A et B. Il est clair qu’en menant les droites ab et 
dU, on a les projections de la droite AB qui joint ces deux 
points dans l’espace. Pour en avoir la vraie grandeur, 
rappelons d’abord que les lignes ad et bU sont perpendi- 
culaires à la ligne de terre, et que les parties ni et sU sont 
égales aux distances des points A et B au plan horizon- 
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tal (15, 4°). Cela posé, concevons en « et b deux vertica- 
les , l’une égale à rd et l’autre à sU : les sommets de ces 
verticales ne sont autre chose que les points A et B , et la 
droite qui les unit est la distance cherchée, qu’il s’agit de 
construire en vraiegrandeur aveclesdonnées de la figure. 

Les deux verticales étant perpendiculaires à ai et si- 
tuées dans un même plan , il s’ensuit que si on imagine 
par le point B une parallèle à ai, terminée à l’autre 
verticale, on formera un triangle rectangle qui aura pour 
base cette parallèle égale à ai, pour hauteur la différence 
des deux verticales, et pour hypoténuse la distance cher- 
chée AB. Or, ce triangle est facile à construire : car il 
suffit de mener, parallèlement à xj, la droite Dm qui 
rencontre rd en rn, de prendre mn =ab, et de tirer dn. 
11 est évident que dn est la distance cherchée. 

On peut arriver à la même construction de cette autre 
manière. Quand une droite est parallèle à un des plans 
de projection , elle se projette sur ce plan en vraie gran- 
deur : concevons donc que, sur ai, un plan vertical soit 
élevé, lequel contiendra nécessairement la droite AB; 
puis faisons-le tourner autour de la verticale élevée en a, 
et amenons-le à être parallèle au plan vertical de pro- 
jection. Pendant cette rotation, la ligne ai tourne autour 
du point a , sans quitter le plan horizontal , et vient 
prendre la position de ac , ligne égale à ai et parallèle 
à xj. Alors le point B se trouve projeté horizontalement 
en c ; et comme il n’a point changé de hauteur , sa pro- 
jection verticale doit être à la même distance de la ligne 
de terre : par conséquent elle sera en n , à l’intersection 
des droites en et Un, l’une perpendiculaire à xj, et l’au- 
tre parallèle à xy. Ainsi , dn sera la projection verticale 
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de la droite AB, après qu elle est devenue parallèle au plan 
vertical ; donc d/i est la vraie grandeur de cette droite. 
Cette construction revient à prendre mn=acs=ab, 
comme dans la précédente. 

On peut encore considérer que la droite AB , corres- 
pondante aux projections ab et dd, appartient à un tra- 
pèze dont les côtés parallèles sont perpendiculaires à ab, 
et égaux respectivement à rd et sd\ et que, si ce trapèze 
tourne autour de ab pour s’appliquer sur le plan hori- 
zontal , la droite AB elle-même s’y placera en vraie gran- 
deur. En conséquence , perpendiculairement à ab , on 
prendra af=rd , bg=sd ; et cette vraie grandeur sera Jg. 

Enfin , on remarquera que toutes les constructions 
qu’on effectue sur le plan vertical peuvent l’être égale- 
ment sur le plan horizontal , et réciproquement. 

23. Problème VI. Connaissant les projections d’une 
droite et d’un point, trouver celles d’une parallèle me- 
née à cette droite par ce point. 

Soient ab et dd (fig. VI) les projections de la droite , 
c et d celles du point; menez cd parallèle à ab, et 
dd parallèle à dd : vous aurez ainsi les projections de 
la parallèle demandée. 

Pour légitimer cette construction , il faut démontrer 
que deux droites étant parallèles , leurs projections sur 
un plan quelconque le sont aussi. Et, en effet, d’après 
une proposition connue ( Introd . 38) , les plans pro- 
jetants de ces parallèles sont parallèles entre eux. Dès 
lors leurs intersections avec le plan de projection, ou, 
en d’autres termes , les projections des deux droites 
parallèles sont aussi parallèles entre elles. 
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24. Problème VII. Les traces d'un plan étant don* 
nées , ainsi que l’une des projections dune droite si- 
tuée dans ce plan , trouver t autre projection. 

Supposons qu’on donne la projection horizontale de 
la droite , et concevons qu’un plan vertical soit élevé par 
cette projection : son intersection avec le plan donné 
sera la droite dont il faut trouver la projection verticale, 
ce qui revient au problème II (19). 

Soit acta! (fig. VII) le plan donné , et bc la projection 
donnée. Le plan vertical élevé suivant bc a pour trace 
verticale une perpendiculaire cd à et les points b et é, 
où se coupent les traces des deux plans , sont des points 
de la droite qui a pour projection bc. Or, le point b étant 
dans le plan horizontal , sa projection verticale sera 
sur xj', au pied de la perpendiculaire W , et le point é , 
étant dans le plan vertical, est lui-même sa projection 
verticale ; donc la droite Ué est la projection verticale 
demandée. 

28. Problème VIII. Par un point donné, mener un 
plan parallèle à un plan donné. 

Soient a, d (fig. VIII-1 ) les projections du point donné, 
et j3 b, §1) les traces du plan donné. Les intersections de 
deux plans parallèles sur un plan quelconque sont pa- 
rallèles entre elles; donc déjà on sait que les traces du 
plan cherché sont parallèles à celles du plan donné. 

Par le point donné \a,d\ , et dans le plan cherché , 
concevons une droite parallèle à la trace horizontale de 
ce plan ; elle sera aussi parallèle à $b , et dès lors ses 
projections sont faciles à construire : car sa projection 
horizontale ad doit passer au point a et être parallèle 
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à j3/> , tandis que sa projection verticale dd doit passer 
au point a! et être parallèle à xy. Soit <f la trace verticale 
de cette droite; elle devra être sur la trace verticale du 
plan demande : donc, si par ce point on mène itd paral- 
lèle à (3//, on aura la trace verticale du plan cherché. 
Pour avoir sa trace horizontale, on prolonge la trace 
verticale jusqu’au point y où elle rencontre xy, et on 
mène y c parallèle à [3/;. 

Si l’on veut avoir une vérification , on peut chercher 
directement un point de la trace horizontale , comme on 
en a trouvé un de la trace verticale ; c’est-à-dire qu’on 
mènera par le point donné une parallèle à [3//, laquelle a 
pour projections ae et dd; qu’on déterminera le point c 
où elle perce le plan horizontal , et que ce point appar- 
tiendra à la trace horizontale du plan demandé. 

Autre solution. Le problème se résout d’une manière 
plus générale en menant dans le plan donné une droite 
quelconque , et par le point donné une parallèle à cette 
droite. Cette parallèle devra être tout entière daus le 
plan cherché : par suite les intersections de cette paral- 
lèle avec les plans de projection feront connaître un point 
de chacune des traces du plan cherché ; et comme les 
traces de ce plan doivent être parallèles à celles du plan 
donné , elles seront faciles à construire. Il y aura une 
vérification, résultant de ce que les deux traces doivent 
rencontrer la ligne de terre au même point. 

Soient encore a,d (fig. VIII-2) les projections du 
point donné, et [ib , P U les traces du plan. Je prends à 
volonté sur ces traces les points m et d, et j’abaisse les 
perpendiculaires mm!, n'n , sur xy. Le point rd est la 
projection verticale du point m ; le point n est la pro- 
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jection horizontale du point d ; et par suite les droites 
mn , rdd sont les projections d’une droite située dans 
le plan b$U . Pour avoir les projections d’une droite 
parallèle à cette ligne et passant au point donné , je 
mène ap et dfj respectivement parallèles à mn et à n/n'. 
Alors je cherche les traces p et <j de cette parallèle , puis 
je mène les droites py et rfy respectivement parallèles 
à et [3/y. Ces droites sont les traces du plan cherché , 
et elles doivent aller couper la ligne de terre au même 
point y. 

26. Problème IX. Faire passer un plan par trois 
points donnés. 

Cet énoncé signifie que l’on connaît les projections 
de trois points , et qu’on veut trouver les traces du plan 
qui passe par ces points. A cet effet, on mène des droites 
par les points donnés , pris deux à deux , on détermine 
les points où elles rencontrent les plans de projection , 
et on a ainsi trois points de chaque trace du plan. Si les 
constructions sont faites avec précision , les trois points 
de chaque trace seront en ligne droite, et de plus les 
deux traces couperont la ligne de terre au même point. 

Dans la fig. IX , les projections du triangle formé avec 
- les trois points donnés sont représentées par abc et düd\ 
le côté \ab , d!T\ rencontre les plans de projection en h 
et c; le côté [ac, dd^\ en H et d \ et le côté [bc , Vdf\ 
en H' et d'. En conséquence, la trace horizontale du 
plan cherché passe aux points h, H , A"; la trace verticale 
aux points i», d, </'; et ces deux traces doivent couper la 
ligne ty au même point t. 

Remarque. Dans des cas particuliers , il peut se faire 
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que la droite qui unit deux des points donnés soit paral- 
lèle à l’un des plans de projection , au plan vertical , par 
exemple. Alors le point où elle perce ce plan doit être 
considéré comme situé à l’infini , et il ne peut plus servir 
dans la construction. Mais aussi faut-il alors remarquer 
que la trace verticale du plan cherché doit être parallèle 
à la droite dont il s’agit, ou , ce qui est la même chose , 
à sa projection verticale. 

27. Problème X. Par un point et par une droite 
donnes faire passer un plan. 

Par le point donné , menez une parallèle à la droite 
donnée, elle sera comprise dans le plan cherché. C’est 
pourquoi l’on déterminera les traces de ces deux lignes : 
on mènera une droite par les deux traces horizontales, 
une autre par les deux traces verticales; et alors on con- 
naîtra les traces du plan cherché , lesquelles doivent 
croiser la ligne de terre au même point. 

Dans la fig. X, les projections du point donné sont« 
et r/, celles de la droite donnée sont bc et Ud, et celles 
de la parallèle à cette droite sont tuf clcü. Ces deux lignes 
ont pour traces horizontales les points c et e, pour traces 
verticales les points U et c/; et par suite les droits ce et l/d' 
sont les traces du plan cherché. 

Remarque. Au lieu d’une parallèle à la liguedonnée, on 
pourrait employer une droite passant par un point quel- 
conque de cette ligne et par le point donné. Il faut alors 
se procurer les projections d’un point appartenant à la 
ligne [bc, Ud ] ; et pour cela , il suffit de prendre sur bc 
et Ud deux points qui soient placés sur une même per- 
pendiculaire à .ry (1 «>, 4”). On joint ces deux points res- 
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pcctivement avec a et ri, et du reste la construction s'a» 

chèvc comme plus haut. 

28. Problème XI. Par une droite donnée faire 
passer un plan parallèle à une droite donne'e. 

On prendra (fig. XI) un point quelconque [ > /)/ r ] sur 
la première droite [ ab , a'U ] , et par ce point on mènera 
une parallèle à la seconde [cri , érf]. Le plan demandé 
doit contenir cette parallèle et la première droite , de 
sorte qu’il suffît de déterminer les traces de ces deux 
lignes pour connaître deux points de chacune des traces 
du plan. La construction est facile à suivre sur la figure, , 
et il est inutile de la développer davantage. 

29- Problème XII. Par un point donne mener un 
plan parallèle à deux droites données. 

Par le point donné on mène des parallèles aux deux 
droites données ; on détermine les intersections de ces 
parallèles avec les plans de projection, et on a ainsi 
fieux points de chaque trace du plan demandé (voy. la 
fig. XII). 

50. Problème XIII. Trouver une droite qui passe 
par un point donné , et qui rencontre deux droites 
données. 

Première solution (fig. XI1I-1). Construisez les traces 
«l’un premier plan, passant par le point et par l’une des 
droites (27); construisez aussi les traces d’un second 
plan passant par le même point et par l’autre droite : 
la ligne demandée devant être dans ces deux plans à la 
fois, ne sera autre que leur intersection , et dès lors elle 
est facile à déterminer (i 9). 
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Soient a et d les projections du point donné , et 
soient bc et Ud , de et dV celles des droites. En effectuant 
les constructions qu’on vient d’indiquer, on trouve que 
les traces du premier plan sont In et ad’, que celles du 
second sont d[L et ftd-, et que l’intersection des deux plans 
a pour projections g/ et (df. C’est cette intersection qui 
est la ligne cherchée. 

Trois vérifications sont à remarquer : 1° cette inter- 
section doit passer au point donné ; 2° elle doit rencon- 
trer la première droite donnée; 3" elle doit rencontrer 
aussi la seconde. 

Seconde solution (fig. XIII-2). On détermine le 
plan d$d, qui passe par le point donné [«, <é] et par la 
droite donnée [(le, </V]; on cherche, au moyen de la 
construction ordinaire (20), l’intersection [/, / 7 ] de 
ce plan avec l’autre droite donnée [bc, Ud~\’, puis on joint 
cette intersection avec le point donné. On a ainsi la 
droite demandée, qui devra, en général, rencontrer la 
première droite. 

Troisième solution (fig. XIII-3). Prenez à volonté les 
deux points [ni , m'~\ et [n , n'[ sur la ligne donnée 
[de, dd[ ; imaginez deux droites passant respectivement 
par ces points et par le point donné [n, n 1 ] ; puis déter- 
minez les points \ji, j . /] et [(/, </] où elles rencontrent le 
plan vertical élevé sur bc , lequel contient évidemment 
l’autre droite donnée. Cette seconde droite rencontre la 
droite [pej , /J (/] qui passe parles deux points ainsi déter- 
minés, en un point [j\ y 7 ]; et il est clair qu’en joignant 
ce point au point donné [«, d\, on a une droite \uf, dj '] 
qui est située dans un même plan avec la première des 
droites données , et qui par conséquent doit la rencon- 
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trer. Cette droite, passant au poiut donné et rencon- 
trant les deux droites données, est la ligne demandée. 

Droites et plans perpendiculaires. 

31. Problème XLY. A baisser d’un point donné une 
perpendiculaire sur un plan, et déterminer ensuite le 
pied et la vraie grandeur de cette perpendiculaire. 

Démontrons d’abord que les projections de la per- 
pendiculaire sont perpendiculaires aux traces du plan 
donné. Le plan qui projette cette ligne sur le plan hori- 
zontal est perpendiculaire à la fois au plan horizontal et 
au plan donné ( Introd . 33) : donc , réciproquement , 
ceux-ci sont perpendiculaires à ce plan projetant, et par 
conséquent leur intersection l’est aussi ( Introd . 37). Or, 
cette intersection est la trace horizontale du plan donné ; 
donc cette trace est perpendiculaire aux lignes situées 
dans le plan projetant; donc elle l’est à la projection 
horizontale de la perpendiculaire. Même raisonnement 
à l’égard de la projection verticale. 

Cela posé , par les projections a et d du point donné 
(fig. XIV), menons ab, dU respectivement perpendicu- 
laires aux traces a m , a id du plan donné ; il est clair 
qu’on aura ainsi les projections de la perpendiculaire 
demandée. Par une construction connue (20), on dé- 
termine les projections b et U du pied de cette perpen- 
diculaire , c’est-à-dire du point où elle rencontre le plan 
donné. Enfin , par une construction également con- 
nue (22) , on en trouve la vraie longueur de. 

32. Problème XV. Par un point mener un plan et 
une droite perpendiculaires h une droite donnée. 
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Cherchons d’abord les traces du plan perpendiculaire 
à la droite donnée. D'après le numéro précédent, elles 
doivent être perpendiculaires aux projections de cette 
droite ; par conséquent il suffira d’avoir uti point de 
de 1’ une de ces traces pour les connaître toutes deux. 
Soient a, d (fig. XV) les projections d’un point donné, 
et bc , Ud celles d’une droite donnée. Par le point [a, d], 
imaginez une horizontale parallèle à la trace horizontale 
du plan cherché : sa projection horizontale devant être 
parallèle à cette trace , sera perpendiculaire à la projec- 
tion horizontale bc, de la droite donnée, et dès lors cette 
projection est une ligne connue ad. Quant à la projection 
verticale de cette horizontale, ce sera une droite dd 
parallèle «à xjr. Or, cette horizontale est tout entière 
dans le plan demandé; donc on aura un point de la trace 
verticale de ce plan en cherchant la rencontre il de cette 
horizontale avec le plan vertical. Alors on mène, par 
ce point, la droite a ni perpendiculaire à Ud] puis on 
mène a m perpendiculaire à bc : le plan cherché est/waw'. 

Il faut encore trouver les projections de la perpendi- 
culaire abaissée, du point donné, sur la droite donnée. 
A cet effet, on cherchera les projections , p et /J, de l’in- 
tersection de cette droite avec le plan mord ; puis on 
mènera les droites ap et d/l : ces droites seront les pro- 
jections demandées. 

Remarque. On aurait pu présenter la construction 
du plan perpendiculaire mxrd d’une autre manière, 
comme il suit. D’un point quelconque de la ligne de 
terre abaissez des perpendiculaires sur les projections 
de la droite donnée; elles seront les traces d'un plan 
perpendiculaire à cette droite, et alors il ne s'agira plus 
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que de faire passer par le point donné un plan parallèle 

à un plan , problème déjà résolu (23). 

Angles des droites et des plans. 

33. Problème XVI. Etant données les projections 
il une droite , trouver les angles qu’elle fait avec les 
plans de projection. 

Si d’un point pris sur une oblique à un plan , on 
abaisse une perpendiculaire sur ce plan , et si on tire 
une droite du pied de l’oblique à celui de la perpendi- 
culaire , c’est l’angle compris entre cette droite et l’o- 
blique , qui mesure l’inclinaison de l’oblique par rapport 
au plan ( Introd . 18). C’est-à-dire, en d’autres termes, 
que l’inclinaison d’une droite à l’égard d’un plan se 
mesure par l’angle qu’elle fait avec sa projection sur ce 
plan. 

Soient donc (fig. XVI) ab et dh les projections d’une 
droite : je vais construire d’abord l’angle de cette droite 
avec sa projection horizontale. A cet effet , je détermine 
les traces a et U de la droite, puis je fais tourner le 
plan abll autour de bli pour le rabattre sur le plan ver- 
tical. Dans ce mouvement la ligne ab ne change pas de 
grandeur; et comme elle reste toujours perpendiculaire 
à W , elle prendra une position telle que bm sur xy. 
En même temps , la droite qui joint , dans l’espace , 
les points a et l) se place en Uni , et par suite l’angle 
cherché se rabat en vraie grandeur sur l’angle Urnb. 

On pourrait aussi obtenir cet angle dans le plan hori- 
zontal, en faisant tourner le plan abll autour de ab : 
alors la verticale W se placerait sur une perpendiculaire 
à ab , comme est nb , et l’angle cherché serait nab. 
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Quant à l’angle de la droite avec le plan vertical , on 
le construit d’une manière analogue. C’est apd sur le 
plan horizontal , ou qUd sur le plan vertical. 

Quand les points aeld sont très-éloignés , voici com- 
ment on peut en éluder l’emploi. Prenez deux points 
quelconques sur la droite , et soient c et d, il et d', les 
projections de ces points. Pour avoir l’inclinaison de la 
droite sur le plan horizontal, imaginez par le point \cl , d'] 
une parallèle à ab , et cherchez l’angle qu’elle fait avec 
la droite. Pour cela , il suffit de faire tourner le plan 
vertical qui contient cet angle autour de la verticale 
élevée en c , afin de l’amener à être parallèle au plan ver- 
tical de projection. Alors l’angle cherché se projette, 
sur ce plan, suivant sa vraie grandeur drs. On trouverait 
de la même manière l’angle de la droite avec le plan ver- 
tical. 

34. Problème XVII. Connaissant les traces d’un 
plan, trouver les angles de ce plan avec chaque plan 
de projection , ainsi que P angle des deux traces. 

Soient qp et qr (fig. XVII) les traces d’un plan : 
cherchons l’angle qu’il fait avec le plan horizontal. En 
général , l’angle de deux plans est mesuré par celui que 
forment entre elles deux perpendiculaires élevées, dans 
chacun de ces plans, au même point de leur intersection 
commune (. Introd . 40). En conséquence, dans le plan 
horizontal je mène ab perpendiculaire à la trace pq , et 
dans le plan vertical j’élève bc perpendiculaire à la ligne 
de terre : la droite qui joint, dans l’espace, les points a 
et c, est dans le plan donné, et, d’après un théorème 
connu, elle est perpendiculaire à pq {Introd. 1 9). Ainsi, 
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l’angle qu’elle fait avec ab est celui qu’il s’agit de con- 
struire. 

Cet angle fait partie d’un triangle rectangle dont ab est 
la base , dont bc. est la hauteur , et qu’il est facile de ra- 
battre sur l’un des plans de projection. Pour le rabattre 
sur le plan vertical , on le fait tourner autour de bc : alors 
on prend, sur la ligne de terre, bA — ba , et l’angle 
cherché est cAb. Pour le rabattre sur le plan horizontal, 
on élèverait à ab la perpendiculaire ùC égale à bc, et 
l’angle cherché serait C ab. 

L’angle du plan donné avec le plan vertical se con- 
struit de la même manière. On mène hl perpendiculaire 
à la trace qr, et be perpendiculaire à xy. La droite qui , 
dans l’espace , unit les points de te, fait avec db l’angle 
demandé , et on peut rabattre cet angle soit sur le plan 
horizontal, et ce serait eDb, soit sur le plan vertical, et 
alors ce serait E db. 

Il reste encore à connaître l’angle des deux traces , 
et l’on y parvient au moyen d’un nouveau rabattement. 
J’ai dit plus haut que la droite menée, dans l’espace, 
entre les points « et c, est perpendiculaire à pq\ et de 
là il résulte que, si le plan donné pqr tourne autour de 
sa trace pq pour s'appliquer sur le plan horizontal, cette 
droite viendra se diriger suivant ad perpendiculaire 
à pq. D’ailleurs, la distance cq ne change pas : donc 
le point c ira se placer à l’intersection d , de la 
droite ad et de la circonférence décrite du centre q 
avec le rayon cq. Par suite, la trace qr coïncidera avec 
la droite qs menée par les points q et d et l’angle 
des deux traces sera pqs. Remarquez qu’on doit avoir 
< r tc , =aC — cA. 
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35. Problème XVÏII. Construire l’angle de deux 
droites dont on connaît les projections. 

Quand les deux droites ne se coupent pas, on en est 
averti parce que le point de rencontre de leurs projec- 
tions horizontales et celui de leurs projections verticales 
ne sont pas sur une même perpendiculaire à la ligne de 
terre ( 13 ). Alors on leur mène des parallèles par un 
point quelconque, et c’est l'angle de ces parallèles qu’on 
prend pour celui des droites données. 

Soient (fig. XVIII-1 ) a et d, al) et dU , ac et dé , les 
projections de ce point et des deux parallèles. Déter- 
minez les points de rencontre b et c de ces deux lignes 
avec le plan horizontal, et tirez bc. On pourra consi- 
dérer cette droite comme la base d’un triangle dont le 
sommet est projeté en a et a' : c’est l’angle opposé à 
cette base qu’il faut trouver, et pour cela on construira 
le triangle. 

A cet effet, j’abaisse ad perpendiculaire sur bc, et 
j’imagine qu’une droite soit menée du point d au som- 
met [a,^]. En vertu d’un théorème connu (Introd. 1 9 ), 
elle sera perpendiculaire à bc ; de sorte que , si le triangle 
tourne sur sa base bc pour s’appliquer sur le plan hori- 
zontal , cette perpendiculaire ira se placer dans la direc- 
tion de da. Il ne reste donc plus qu’à trouver la vraie 
longueur de cette perpendiculaire. Or , il est évident 
qu’elle est l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les 
côtés sont égaux à ad et afn ; par conséquent , sur xyon 
prendra md= ad, et dd sera cette hypoténuse. On la 
portera de d en A, et on mènera les droites bk, cA. Alors 
le triangle est construit , et l’angle cherché est bkc. 

Pour construire le triangle on s’est servi de sa hau- 
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tem* : on aurait pu aussi employer les côtés. Les pro- 
jections horizontales de ces côtés sont ab et ac , les pro- 
jections verticales sont cil) et cid; donc , pour avoir leurs 
vraies longueurs, on prendra mD'=ab , md’—ac, puis 
on tirera les hypoténuses ci/)', ci) 1 . Alors on décrira deux 
arcs , l’un du centre b avec un rayon égal à cil)' , et l’autre 
du centre c avec un rayon égal à cid 1 : l’ intersection de ces 
deux arcs détermine le sommet A, et par suite l’angle bAc. 

Cas particuliers. 1° La construction générale sup- 
pose que les deux côtés de l’angle rencontrent le plan 
horizontal. Supposons (fig. XVIII-2) que l’un d’eux, 
celui dont les projections sont ac et cid, soit parallèle 
à ce plan. Dans ce cas la trace horizontale bf du plan 
qui contient l’angle est parallèle à ac. Du reste, on peut 
encore rabattre cet angle sur le plan horizontal au moyen 
de la perpendiculaire ad. La seule différence qu’il y ait 
avec la construction générale, c’est que le côté hori- 
zontal doit rester parallèle à bf, et prendre une position 
telle que AC. Si les deux droites données étaient paral- 
lèles au plan horizontal , il est évident que leurs pro- 
jections sur ce plan formeraient un angle égal à celui des 
droites elles-mêmes. 

2° La construction générale suppose aussi que le som- 
met de l’angle est hors du plan horizontal. S’il n’en est 
pas ainsi , on peut mener, par un point pris sur l’un 
des côtés de l’angle , une parallèle à l’autre côté : l’angle 
que cette parallèle forme avec le premier côté est égal à 
l’angle cherché, et se détermine sans difficulté. Le cas 
dont il s’agit est développé dans la fig. XVIII-3. Les 
droites dont on cherche l’angle ont pour projections ab 
et dU , ac et ci d ; la parallèle menée, à la seconde droite, 
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par Un point de la première , est projetée en //y et U y' ; 
et l’angle de cette parallèle avec la première droite est 
rabattue en «À y. 

36. Problème XIX. Par le point (P intersection de 
deux droites données , mener une droite qui divise en 
deux parties égalés l’angle de ces droites. 

Supposons (fig. XIX) que les projections de la pre- 
mière droite soient ab , cil) , et que celles de la seconde 
soient ac , ad. Je construis d’abord , comme dans le 
problème précédent, l’angle bkc formé par ces lignes, 
et je mène Af qui divise cet angle en deux parties égales. 
Il est clair que si on relève le triangle bAc pour le re- 
mettre dans sa première situation, la ligne A/’deviendra 
celle qui est demandée , et dont il faut déterminer les 
projections. Or, pendant ce mouvement, le point f ] où 
cette ligne coupe la base bc , ne change pas ; et comme il 
appartient au plan horizontal , il est lui-même sa pro- 
jection horizontale. On obtient sa projection verticale f' 
en abaissant ff perpendiculaire à xy. Les projections 
de la droite cherchée doivent donc passer , l’une au 
point f , l’autre au point f . D’ailleurs elles doivent 
passer aussi par les projections a et ci du sommet de 
l’angle; donc enfin les projections de cette droite sont af 
et df . 

Remarque. Si l’on veut que la droite cherchée divise 
I angle des droites données en deux parties qui soient 
dans un rapport quelconque, il suffira de mener la 
ligne Af de manière qu’elle divise l’angle bAc selon 
le rapport donné. Du reste la construction ne change 
pas. 
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37. Problème XX. Construire l’ angle il’ une droite 
et d’un plan. 

Il est facile de reconnaître que si d’un point quel- 
conque de la droite on abaisse une perpendiculaire sur 
le plan , l’angle de ces deux droites aura pour complé- 
ment l’angle cherché. Ainsi la question est ramenée à 
construire l’angle de deux droites. 

Soient donc(fig. XX) a m, uni', les traces du plan, et ah, 
c il) , les projections de la droite. Sur ces projections je 
prends les points a et ci de manière qu’ils soient dans une 
même perpendiculaire à xjr, et par ces points je mène 
les perpendiculaires ac , a'c J , sur les traces du plan : elles 
seront les projections d’une perpendiculaire abaissée 3ur 
le plan par un point de la droite donnée (31). Alors je 
construis, comme dans le n° 33, l’angle de cette per- 
pendiculaire avec la droite; et l’angle ^Ac, ainsi trouvé, 
a pour complément l’angle cherché. Donc, si on élève Ah 
perpendiculaire à Ac, cet angle cherché sera b Ah. 

38. Problème XXI. Construire F angle de deux 
plans. 

On peut ramener cette question à l’angle de deux 
droites : car, si d’un point quelconque pris dans l’angle 
des plans on abaisse des perpendiculaires sur ces plans , 
on sait que l’angle de ces perpendiculaires est le supplé- 
ment de l’angle des plans Çlntrod. 47). Mais la ques- 
tion se résout plus simplement de cette autre manière. 
On mène un plan perpendiculaire à l’intersection des 
plans donnés , lequel coupe ces deux plans suivant des 
droites qui font entre elles l’angle demandé; et, pour 
connaître cet angle, on rabat son plan sur l’un des plans 
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de projection. C’est cette solution que je vais déve- 
lopper. 

Soient (fig. XXI) les plans aad, a$d. Je détermine 
la projection horizontale ab ■ de leur intersection ; et 
comme les traces d’un plan perpendiculaire à une droite 
doivent être perpendiculaires aux projections de cette 
droite ( 31 ), je mène perpendiculairement à ab la 
droite gch , que je considérerai comme la trace hori- 
zontale d’un plan perpendiculaire à l’intersection des 
plans donnés. Ce plan coupe les plans donnés suivant 
deux droites qui passent , l’une en g , l’autre en h , et 
qui forment avec gh un triangle dans lequel l’angle 
opposé à gh est l’angle demandé. Faisons tourner ce 
triangle autour de sa base gh pour le mettre dans le 
plan horizontal. Le sommet de ce triangle est dans le 
plan vertical aba' : or, ce plan est perpendiculaire à gh, 
puisque gh l’est à ab’, donc la droite qui joint le point c 
au sommet du triangle est perpendiculaire à gh\ donc , 
par le rabattement elle viendra se placer suivant la di- 
rection ca. Il reste à trouver sa vraie longueur. 

Observez que le plan du triangle est perpendiculaire 
à l'intersection des plans donnés, que la droite dont il 
s’agit est dans le plan du triangle , et que par suite elle 
est aussi perpendiculaire à cette intersection. Pour l’a- 
voir en vraie grandeur , faites tourner le plan verti- 
cal abd autour de sa trace verticale bd jusqu’à ce que ba 
vienne se placer sur xy. Les points a et c décriront les 
arcs de cercle ap , cq, autour du centre b, et prendront 
les positions p et q. Alors l’intersection des deux plans 
donnés sera placée sur dp , et la distance cherchée sera 
la perpendiculaire qr, abaissée sur dp. Portez donc qr 
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de c en N, et tirez les droites No-, N h : l’angle g$h est 

l’angle cherché. 

39. Problème XXII. Trouver un plan qui passe 
par l intersection de deux plans donnes , et qui divise 
l'angle de ces plans en deux parties égalés ... 

Je suppose (fig. XXII) qu’on ait effectué les construc- 
tions du problème précédent , et que gNh soit l’angle 
des plans donnés wxd, a$ci. Je partage cet angle en 
deux également par la droite N4 , qui rencontre gh au 
point k ; puis je remarque que si on relève le plan de 
cet angle pour lui rendre sa véritable position , la li- 
gne N4 viendra se mettre dans le plan demandé. Or, 
cette ligne ne cesse pas de passer au point 4; et comme 
ce point est sur le plan horizontal , il s’ensuit qu’il appar- 
tient à la trace horizontale du plan demandé. D’ailleurs 
les traces de ce plan doivent passer, l’une en a, et l’autre 
en d ; donc ce plan est entièrement déterminé , et 
c’est ayd. 

40. Problème XXIII. Réduire à l’horizon t angle 
de deux droites. 

Quand on veut faire la carte d’un pays , on imagine 
que tous les points remarquables qu’on doit y figurer 
sont joints entre eux par des droites , de manière à 
former des triangles ; puis , si tous les points sont de 
niveau , on rapporte ces triangles sur la carte en con- 
struisant des triangles semblables , d’après une échelle 
convenue. Mais si les points sont inégalement élevés , 
comme cela arrive dans les contrées montagneuses , on 
conçoit d’abord tous les triangles projetés sur un plan 
horizontal ; et les triangles résultant de ces projections 
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sont ceux qu'on rapporte sur la carte au moyen de 
triangles semblables. 

Ainsi , la carte ne doit point indiquer les angles tels 
qu’ils sont dans l’espace , mais seulement leurs projec- 
tions; et quand on propose de réduire à l’horizon l’an- 
gle de deux droites, c’est sa projection sur un plan ho- 
rizontal qu’on veut connaître. A cet effet, on mesure 
immédiatement sur le terrain non-seulement l’angle des 
deux droites , mais encore ceux qu’elles forment avec 
le fil à plomb; et telles sont les données avec lesquelles 
on résout la question proposée. Pour plus de clarté, je 
représenterai par L et JJ les deux droites, par A l’angle 
qu’elles font entre elles, par V et Y' les deux autres angles. 

Dans le plan vertical de projection (fig. XXIII) , 
j’élèvé mn perpendiculaire à la ligne de terre xy, je 
fais l’angle mnp égal à V, et je considère ce plan de 
projection comme le plan même de l’angle Y, ce qui 
est évidemment permis. Alors la ligne np est celle qu’on 
a désignée par L , et on doit se représenter l’autre li- 
gne 17, comme passant au point », où elle fait avec mn 
l’angle V', et avec np l’angle A dont on demande la 
projection horizontale. Le côté L rencontre le plan ho- 
rizontal au point p\ et la question se réduit à déterminer 
le point d’intersection du côté U avec ce même plan. A 
cet effet , je mène la droite nq qui fait avec mn l’an- 
gle mnq = V, et qui -coupe xy en y; puis , du centre m 
avec le rayon mq, je décris l’arc indéfini qa. Le côté I J 
ne pourra rencontrer le plan horizontal qu’en un point 
de cet arc ; de sorte qu’il suffira de trouver la distance 
de ce point au point p. Or cette distance, considérée 
dans le plan de l’angle A, est la base d’un triangle dont 
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les côtés sont égaux à np et nq\ donc si je fais l’an- 
gle pnr= A et si je prends nr = nq, la droite pr sera 
égale à la distance cherchée. Alors, du centre p avec le 
rayon pr, je décris l’arc rb ; et le point s , où il coupe 
l’arc (pi , est le point d’intersection du second côté U 
avec le plan horizontal. Donc mp et ms sont les pro- 
jections des côtés L et L/; donc enfin l’angle pms est 
celle de l’angle A. 

Plus courte distance de deux droites. — Solutions des différents cas de 
* l'angle trièdre. 

41 . Problème XXIY. Construire la plus courte dis- 
tance de deux droites non situées dans le même plan 
La suite des constructions qu’il faut effectuer est assez 
indiquée dans l’introduction p. 14, si elle n’était point 
déjà connue, voici comment on y arriverait : 

Soient A etBles deux droites données (fig. «, pl. IV). 
Par la droite A, faites passer un plan PP parallèle à la 
droite B. Cette droite sera partout à la même distance 
du plan PP, et comme la plus courte distance demandée 
doit joindre un point de la droite B avec un point de 
ce plan, il s’ensuit qu’elle ne peut pas être moindre que la 
perpendiculaire abaissée d’un point de la droite B sur le 
plan PP. Il faut donc examiner si elle peut lui être égale. 

Supposons qu’on ait effectivement .abaissé une per- 
pendiculaire sur le plan PP par un point de B, et que, 
par le pied de cette perpendiculaire , on mène une 
droite C parallèle à B. Puisque le plan PP est paral- 
lèle à B, cette parallèle est tout entière dans ce plan 
(. Introd . 26 , cor. I), et par suite elle doit rencontrer la 
droite A. Or, si on mène par le point d’intersection une 
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parallèle à la perpendiculaire qui a été abaissée sur le 
plan PP, elle sera dans un même plan avec la droite B, 
et le segment de cette parallèle compris entre les droites A 
et B est évidemment égal à cette perpendiculaire; donc 
ce segment est la plus courte distance demandée. 

Appliquons la méthode des projections aux construc- 
tions qu’on vient d’expliquer. Soient ah , «^(fig. XXIV), 
les projections de la droite A; et cd, dct, celles de la 
droite B. Il faut d’abord mener le plan PP, qui passe 
par A et qui est parallèle à B : c’est le problème XI. * 
Je prends donc sur A un point [o,c/] par lequel je 
mène une parallèle [o/h,oW] à B; je construis les 
traces ni et // de cette parallèle; je construis aussi les 
traces a et H de la droite A; puis je tire les droites a ma 
et a Un', qui sont les traces du plan PP. 

Il faut ensuite abaisser, par un point de la droite B, 
une perpendiculaire sur ce plan. Si on prend le 
point [/t,//], on aura les projections de cette perpen- 
diculaire en menant, sur les traces du plan mxn 1 , les 
perpendiculaires pq, yi(j (31); puis on trouvera, par 
la construction connue (20), les projections r et d du 
pied de cette perpendiculaire. 

Alors, pour avoir les projections de la parallèle C, 
menée par ce point à la droite B, je trace rs et dJ res- 
pectivement parallèles à cd et dd'. Ces projections ren- 
contrent celles de la droite A aux points s et d : or, 
ces points doivent être les projections de l’intersection 
de la ligne A avec la parallèle C; donc, en menant de 
ces points les lignes st et s V, parallèles aux projections 
de la perpendiculaire et terminées «à celles de la droite B, 
on aura les projections de la plus courte distance de- 
mandée, et il sera facile ensuite d’en avoir la vraie 
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grandeur été . Il est sans doute inutile d’avertir que les 

droites sJ et ti doivent être perpendiculaires sur x y. 

Remarques . Supposons que la droite B rencontre A : 
alors le plan PP n’est autre que celui de ces deux droites. 
La ligne sur laquelle se mesure la plus courte distance 
est toujours perpendiculaire à ce plan; mais comme 
clic passe au point d’intersection des deux droites, il 
s’ensuit que la plus courte distance est nulle. 

Quand les deux droites A et B sont parallèles, la 
ligne menée parallèlement à B, par un point de A, se 
confond avec cette dernière droite; le plan PP est donc 
indéterminé, et la construction générale est en défaut. 
Mais dans ce cas on obtiendra facilement la plus courte 
distance en abaissant, d’un point quelconque pris sur 
l’une des deux droites, une perpendiculaire sur l’autre. 

42. Problème XXV. Etant données les trois faces 
d'un angle trièdre, trouver les trois inclinaisons. 

Dans un angle trièdre il y a. trois faces et trois incli- 
naisons; ou, en d’autres termes, trois angles plans et 
trois angles dièdres. Si l’on propose de déterminer 
trois de ces parties au moyen des trois autres, il y aura 
six cas à examiner : car les données peuvent être prises 
suivant six combinaisons différentes. En effet, on peut 
prendre comme données : 1 0 les trois faces ; 2° deux faces 
et l'inclinaison comprise; 3° deux faces et l’inclinaison 
opposée à l’une d’elles; 4° une face et les deux inclinai- 
sons adjacentes; 5° une face, une des inclinaisons ad- 
jacentes et l’inclinaison opposée; 6° les trois inclinaisons. 

Mais il est facile de voir qu’on peut ramener les trois 
derniers cas aux trois premiers, au moyen de l’angle 
trièdre supplémentaire (I/itrod. 48). Nommons a, b , c 
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les faces d’un angle trièdre, et a, [3, y, les inclinai- 
sons; et supposons, par exemple, qu’on connaisse les 
trois inclinaisons P, T, et qu’on veuille trouver les 
faces a, b , c. On prendra les suppléments al, U , d , 
des inclinaisons, savoir : «'=180° — a, #=180° — {3, 
d— 1 80° — -y; et ces suppléments seront les faces de 
l’angle trièdre supplémentaire. Or, supposons qu’on 
sache trouver les inclinaisons des faces dans ce nouvel 
angle trièdre, et désignons ces inclinaisons para', (3', y 7 . 
On en prendra les suppléments, et alors on connaîtra 
les faces a, b, c, du premier angle trièdre, savoir : 
fl=180° — a 7 , £=180° — P', c=180 0 — y'. Sembla- 
blement, le quatrième cas se réduit au second, et le 
cinquième au troisième; par conséquent il suffira de 
considérer les trois premiers. 

Celui qui est proposé dans l’énoncé doit être traité 
d’abord. Mais je rappellerai auparavant que deux con- 
ditions doivent toujours être remplies pour qu’on puisse 
former un angle trièdre avec trois faces données : c’est 
que la somme des trois faces soit moindre que quatre 
angles droits, et que la plus grande face soit moindre 
([lie la somme des deux autres. Ces conditions sont 
d’ailleurs les seules nécessaires ( Introd . «îl). 

Cela posé, dans un plan quelconque, que je regar- 
derai comme horizontal (fig. XXV), je fais l’angle asb 
égal à une des faces données, et je suppose que les 
deux autres faces soient rabattues sur celle-là en asc et 
bsd. Il est évident qu’on reconstruira l’angle trièdre 
en faisant tourner ces deux faces, l’une autour de sa 
et l’autre autour de sb, jusqu’à ce (jue les côtés sc et .ce 7 
coïncident. Prenons, sur ces côtés, sfr=.sf , et menons 
sur sa et sb les perpendiculaires fgh et fs} h, qui se 
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coupent eil h. Pendant la rotation des deux faces, les 
points / et J 1 décrivent autour des centres g et g 1 , des 
cercles situés dans des plans verticaux dont les traces, 
sur le plan fixe asb, sont g/i, gfh\ et, quand la coïnci- 
dence des côtés sc et sd s’établit, ces points se réunis- 
sent en un seul, que je notninerai F. Alors les droites 
fg et forment avec gh et g 1 h des angles égaux aux 
inclinaisons des faces latérales sur la face horizon taie asb. 

Pour connaître ces inclinaisons, il suffît de rabattre 
sur cette face horizontale les plans verticaux décrits par 
fg, fg 1 - En faisant tourner le premier autour de gh> 
le cercle décrit par fg se rabattra sur un cercle fk, 
décrit du centre g avec le rayon gf. D’un autre côté, 
observons que le point h étant commun aux deux plans 
verticaux, lintersection de ces deux plans doit être une 
verticale élevée en h\ donc cette intersection, en tour- 
nant autour de g/i, se rabattra suivant la perpendicu- 
laire hk à gh. Or le point F, où se réunissent, dans 
l’espace, les points f et / 7 , doit être sur cette intersec- 
tion; donc il sera rabattu au point k , où l’arc fk est 
rencontré par la perpendiculaire hk\ et par suite, en 
tirant kg, l’angle kgh sera l’inclinaison des faces asc , 
asb. Si on fait tourner autour de f h le plan vertical 
décrit par ff on trouve, par une construction toute 
semblable, l’angle W£h qui est égal à l'inclinaison des 
faces bsd , asb. 

On pourrait trouver la troisième inclinaison en fai- 
sant sur l’une des faces asc , bsd, les mêmes construc- 
tions qu’on vient d’effectuer sur la face asb] mais on 
l’obtient plus simplement de la manière suivante. Con- 
cevez par le point F un plan perpendiculaire à la troi- 
sième arête; il coupera les deux faces latérales suivant 
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deux droites qui comprendront entre elles l'inclinaison 
cherchée. L’une de ces droites est rabattue sur fp per- 
pendiculaire à sc j et l’autre, sur fq perpendiculaire 
à sd. Il est évident que les points p et q , où ces droites 
rencontrent les côtés as et bs, n’ont pas changé de 
position; donc, en tirant la droite pq on aura, sur la 
face asb, la trace du plan qui contient l’angle inconnu, 
et, si on fait tourner ce plan autour de pq , le sommet 
de cet angle ira se placer à l’intersection m des arcs 
décrits avec les rayons pfe t qf ; donc enfin l’angle pmq 
est égal à la troisième inclinaison de l’angle trièdre. 

Remarque . Dans cette construction, plusieurs véri- 
fications sont à remarquer. 

1° Les droites hJc et hll doivent être égales, comme 
rabattements d’une même verticale. 

2° La ligne sh étant la projection de la troisième 
arête sur le plan asb, et pq étant la trace d’un plan 
perpendiculaire à cette arête, il s’ensuit que sh doit être 
perpendiculaire à pq. Si sh est perpendiculaire à pq, la 
droite menée du point F, de la troisième arête, au 
point n où sh rencontre pq, doit être aussi perpendi- 
culaire à pq\ donc, dans le rabattement pqm , cette 
droite doit se placer sur le prolongement de sn\ donc 
le point ni doit être sur ce prolongement. Ainsi, la 
ligne sh est perpendiculaire à pq, et va passer par le 
point m . 

3° Si on prolonge gh jusqu’à sa rencontre i avec sb, 
les distances if et ik devront être égales. Pareillement, 
si on prolonge g 1 h jusqu’à sa rencontre /' avec sa, on 
devra aussi avoir i'f —i'k'. 

43. Problème XXVI. Connaissant deux faces et un 
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angle t ni dre et leur inclinaison, trouver la troisième 
face et les deux autres inclinaisons. 

Soient (fig. XXVI) asb et asc les deux faces don- 
nées, rabattues l’une à côté de l’autre. Si on mène fgh 
perpendiculaire sur as, les lignes gk et gf seront les 
intersections de ces faces avec le plan qu’on élèverait 
au pointg - perpendiculairement à l’arête as, et, lorsque 
les deux faces sont dans leur véritable situation, ces 
lignes font entre elles un angle égal à l’inclinaison don- 
née. Supposons que le plan de cet angle tourne autour 
de gh pour s’appliquer sur le plan asb, la droite gf 
viendra faire avec gh l’angle Igh égal à cette inclinaison. 
I) ailleurs, la distance gf ne doit pas changer de gran- 
deur; donc, si on prend gl==gf, et qu’on abaisse kh 
perpendiculaire à gh, le point h sera le pied de la per- 
pendiculaire abaissée sur le plan asb par le point F de 
la troisième arête, lequel est rabattu en f et en Con- 

cevons que cette dernière arête tourne autour de bs 
pour venir dans le plan de asb : il est clair que le point 
b ira se placer quelque part, en f, sur la perpendicu- 
laire h g 1 / 1 à bs\ et comme il doit être à la même dis- 
tance du sommet s que le point j, il s’ensuit que le 
point /' est déterminé, et par conséquent la troisième 
face bsf l’est aussi. Connaissant les trois faces, on trouve 
les inclinaisons au moyen du problème précédent. Re- 
marquez qu’en prolongeant gh jusqu’en i, on devra 
avoir if—ik. 

44. Problème XXVII. Connaissantdeux faces d’un 
angle trièdre , et t inclinaison opposée à tune it elles, 
troui ’er la troisième face et les deux autres inclinaisons. 

Soient (fig. XXVII) asb et asc les deux faces don- 
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nées, et supposons qu’on connaisse 1 inclinaison oppo- 
sée à la face asc. Représentons-nous l’angle trièdre tel 
qu’il est dans l’espace , coupons-le par un plan perpen- 
diculaire à l’arête as, et cherchons le rabattement, sur 
le plan asb, du triangle qui résulte de cette intersection. 
Les traces gi, gf , de ce plan sur les faces asb, asc, sont 
des perpendiculaires à as', et même les distances gï, gf, 
représentent déjà les véritables grandeurs de deux côtés 
du triangle dont il s’agit. Il suit de là que si on consi- 
dère gi comme la base de ce triangle , le sommet devra 
se trouver rabattu en quelque point de la demi-circon- 
férence fpq, décrite du centre g avec le rayon gf. 

- Quant au troisième côté, sa direction est déterminée 
par l’intersection du plan perpendiculaire à as avec 
celui de la troisième face; et comme l’inclinaison de 
cette troisième face est connue, il sera facile de trouver 
la direction de cette intersection. D’abord elle doit pas- 
ser au point i; cherchons-en donc un second point. A 
cet effet, menons go perpendiculaire à bs, et imaginons 
suivant go un plan perpendiculaire à la face asb. Ce 
plan coupera la troisième face de l’angle trièdre suivant 
une droite qui fera avec og un angle égal à l’inclinaison 
donnée. On peut donc avoir immédiatement, en gom, 
le rabattement de cet angle; et, si on mènegw. perpen- 
diculaire à go, cette droite sera la vraie grandeur de la 
perpendiculaire qui serait élevée en g au plan asb et 
terminée au plan de la troisième face. Or, cette der- 
nière perpendiculaire est tout entière dans le plan du 
triangle qui a gi pour base, et dont on cherche le ra- 
battement sur le plan asb ; donc, quand ce triangle 
tourne autour de gi, elle doit s’appliquer, dans la di- 
rection d c ga, sur la distance gn=gm ; donc, en tirant 
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une droite par les points i et n, on aura la direction 

du troisième côté du triangle. 

Quand la droite in rencontre la demi-circonférence 
fpq en deux points p et y, comme sur la figure, le pro- 
blème a deux solutions. En effet, si on remet le plan 
de cercle fpq dans sa position primitive , et qu’alors on 
joigne le sommet s aux points p et q, il est clair qu’on 
aura deux angles trièdres construits avec les données 
du problème. Considérons d’abord celui qui est déter- 
miné par le point p. La droite pi sera la distance du 
point i à un point de la troisième arête; mais la dis- 
tance du sommet s à ce- point de la troisième arête est 
égale à sf) donc, lorsqu’on rabat la troisième face au- 
tour de bs, ce point se placera à l’intersection // des 
arcs décrits avec les rayons ip et sj) et ensuite, en ti- 
rant spf , on trouvera bs// pour troisième face. Si on 
considère l’angle trièdre déterminé par le point q et 
qu’on fasse les mêmes constructions, on aura bsfj pour 
troisième face. 

Remarques. Si des points p et q on abaisse des per- 
pendiculaires sur gi, et qu’ensuite, par leurs pieds, on 
mène des perpendiculaires à sb, ces dernières lignes 
doivent passer respectivement aux points p) et cj . 

Le problème n’a deux solutions que dans les cas où 
les points p et q sont tous deux du côté in. Lorsque le 
point q tombe du côté in' il ne fournit pas de solution. 
Quand le demi-cercle fpq est tangent à m, les deux 
solutions se réduisent à une seule. Enfin, si le cercle 
et la droite ne se rencontraient pas, le problème serait 
impossible. 
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Génération de» surface». 

43. Quelle que soit la surface que l’on considère, 
on doit toujours chercher dans sa définition, ou dans sa 
génération , ou dans ses propriétés , les éléments propres 
à la déterminer; de telle sorte que, ces éléments étant 
une fois donnés, on en pourra déduire la solution de 
toutes les questions relatives à la surface. C’est ainsi 
qu’un plan est déterminé par ses deux traces, et une 
Sphère par son centre et son rayon. 

S’il s’agissait de déterminer une surface dans le seul 
but de la distinguer de toutes les autres, on conçoit que 
les éléments propres à remplir cet objet pourraient va- 
rier d’une infinité de manières différentes. Mais il faut , 
et cette condition est essentielle, que ces éléments soient 
d’un emploi facile dans les recherches auxquelles la sur- 
face doit être soumise. A cet égard , le choix est rarement 
embarrassant : car les surfaces sur lesquelles s’exerce la 
géométrie descriptive sont toujours connues par leur 
génération, et cette génération même fournit les élé- 
ments qui les déterminent de la manière la plus simple, et 
en même temps la plus commode pour les constructions. 

46. Toute surface peut être considérée comme en- 
gendrée par le mouvement d’une ligne, de forme con- 
stante ou variable. Ainsi, on décrit le plan en faisant 
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glisser une droite parallèlement à elle-même le long d’une 
droite , ou en la faisant tourner perpendiculairement 
autour d’une droite fixe qu elle rencontre constamment 
au même point : dans cet exemple la génératrice ne 
change pas de forme, c’est toujours une ligne droite. 
I^a sphère est produite par la rotation d’un grand cercle 
autour d’un diamètre , et ici la génératrice conserve en- 
core la même forme; mais on peut aussi obtenir la 
sphère en faisant mouvoir un cercle de manière que 
son plan reste perpendiculaire à un même diamètre, 
que son centre soit toujours sur ce diamètre , et que 
son rayon varie suivant une loi convenable. 

En général , on peut tracer sur quelque surface que 
ce soit une première ligne à volonté , puis supposer que 
cette ligne se meut , en changeant de forme si cela est 
nécessaire, de manière à engendrer la surface. Mais, 
dans les applications, il y a peu d’utilité à envisager la 
génération des surfaces sous un pointde vue aussi général, 
et c’est toujours à celle qui convient plus spécialement 
à chaque sorte de surfaces qu’on doit avoir recours. 

La ligne dont le mouvement engendre une surface se 
nomme génératrice. Une ligne, droite ou courbe, qui sert 
à diriger le mouvement de cette génératrice se nomme 
ligne directrice. Quand on se sert tl’un plan pour diri- 
ger ce mouvement , c’est un plan directeur. Quand on 
emploie une surface , c’est une surface directrice. 

Ou plan tangent et de la normale. 

47. Une courbe peut être considérée comme un po- 
lygone dont les côtés sont infiniment petits, et alors les 
tangentes sont les droites qu’on obtient en prolongeant 
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les côtés indéfiniment. De même une surface courbe 
peut être assimilée à un polyèdre dont les faces sont 
infiniment petites , et un plan tangent n’est autre chose 
que le plan d’une de ces faces, suppose' indéfini. 

Ainsi , pour avoir une idée nette de ce que doit être le 
plan tangent en un point d’une surface, il faut imaginer 
qu’on a pris autour de ce point une partie infiniment 
petite de cette surface : cette partie peut être regardée 
comme située dans un plan , et c’est ce plan , considéré 
comme indéfiniment prolongé, qui est le plan tangent. 

48. Concevons par le point de contact tant de lignes 
qu’on voudra, tracées sur la surface, et prenons, à partir 
de ce point , des parties infiniment petites de ces lignes ; 
elles seront toutes situées dans le plan tangent. Mais, 
d’un autre côté, ces parties peuvent être considérées 
comme des lignes droites, et en les prolongeant indé- 
finiment, elles seront les tangentes aux lignes tracées 
sur la surface; donc chacune de ces tangentes a une por- 
tion infiniment petite de sa direction , qui est contenue 
dans le plan tangent ; donc elle y est tout entière : c’est- 
à-dire que le plan tangent à une surface contient les 
tangentes menées , par le point de contact, à toutes 
les lignes qu’on peut tracer par ce point sur la surface. 

49. Cette conclusion dérive immédiatement des 
considérations infinitésimales sur lesquelles reposent 
les définitions de la tangente et du plan tangent; mais 
on peut s’en affranchir de la manière suivante. 

D’abord il faut rappeler que, si on mène une droite 
qui rencontre une courbe en deux points, et si ensuite 
on la fait tourner autour de l’un d’eux , de manière 
que l’autre vienne coïncider avec lui après s’en être rap- 
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pioché de plus en plus, la droite vient alors prendre 
une position déterminée, dans laquelle on lui donne le 
nom de tangente. Cela posé, je vais prouver que les 
tangentes menées, par un point d’une surface, aux dif- 
férentes lignes qu’on peut tracer par ce point sur la 
surface, sont toutes situées dans un même plan; et alors 
ce sera ce plan que nous conviendrons d’appeler plan 
tangent. 

Pourdémontrer cette proposition, je regarderai la sur- 
face comme engendrée par le mouvement d’une ligne, 
et, pour plus de netteté, je supposerai d’abord que 
cette ligne est de forme invariable. Soit M un point 
quelconque de la surface (pl. II, fig. 14), et AA ' la gé- 
nératrice passant par ce point; considérons-la dans une 
position GG/, aussi voisine qu’on voudra de AA', et 
supposons que le point N soit celui qui vient se placer 
en M, en décrivant la route CC' sur la surface. Soit 
encore MD une courbe quelconque tracée par le point M 
sur la surface, et P son intersection avec la généra- 
trice GG'. Enfin, par les points M, N, P, pris deux à 
deux, menons les sécantes MR, NS, MT. 

Maintenant concevons que la génératice GG' se rap- 
proche de AA', et qu’enfin elle vienne coïncider avec AA' : 
au moment où la coïncidence s’établit, les points N et P 
viennent se confondre avec le point M , et dès lors les 
trois sécantes deviennent des tangentes aux trois cour- 
bes CG*, AA', MD. Or, pendant que les trois sécantes 
varient de position, il y a toujours un plan qui les contient 
toutes les trois; donc, au moment où elles deviennent 
tangentes, elles doivent encore être dans un même plan. 

Ijl démonstration precedente s’applique aussi au cas 
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ou la génératrice GG' change de forme : mais alors elle 
est sujette à une difficulté, résultant de ce que la défi- 
nition de la tangente à une courbe exige que la courbe 
conserve sa forme pendant que la sécante , dont la tan- 
gente est la limite, tourne autour d’un point de cette 
courbe. Quoi qu’il en soit, comme nous n’aurons à consi- 
dérer dans la suite que des surfaces dont la génératrice 
est de forme constante , nous pourrons admettre comme 
prouvé que le plan des tangentes menées aux courbes CC f 
et AA', contient la tangente à une courbe quelconque 
tracée par le point M sur la surface : conclusion qui 
revient exactement à celle du numéro précédent. 

«50. Cette proposition est de la plus grande impor- 
tance dans la recherche des plans tangents : car, comme 
il suffit de deux droites pour déterminer un plan, il 
s ensuit que pour construire le plan tangent en un point 
donné d’une surface, il n’y a qu à mener les tangentes 
à deux lignes seulement, tracées sur cette surface , et à 
conduire un plan par ces tangentes. 

Il est inutile de dire qu’il faudra toujours choisir sur 
la surface les deux lignes dont les tangentes sont les plus 
faciles à trouver. Par exemple, si l’on peut mener par 
le point de contact deux droites qui soient entièrement 
contenues sur la surface, on remarquera que ces droites 
sont à elles-mêmes leurs propres tangentes; et par suite 
le plan tangent sera déterminé par ces deux droites. Ce 
cas est celui de certaines surfaces gauches dont les pro- 
priétés seront exposées plus loin(n°* 64-7o ). Uu reste, 
on verra bientôt que, dans chaque genre de surfaces, 
le plan tangent jouit de propriétés particulières qui en 
facilitent la détermination. 
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51. On appelle normale la perpendiculaire au plan 
tangent, menée par le point de contact. 

Des différents genres de surfaces. 

52. Il y a des surfaces qui sont d’un usage fréquent 
dans les arts de construction, et auxquelles on doit une 
attention particulière. C’est de celles-là seulement que 
je m’occuperai, et je les distribuerai en trois classes : 
LES SURFACES DÉVELOPPABLES , LES SURFACES DE RÉVO- 
LUTION, LES SURFACES GAUCHES. 

53. Surfaces développables. Elles sont engen- 
drées par une droite qui se meut de manière que, dans 
chacune de ses positions, elle soit dans un même plan 
avec la position infiniment voisine. 11 est bien entendu 
que la génératrice est toujours indéfinie, à moins qu’on 
n’avertisse du contraire. Parmi ces surfaces, nous re- 
marquerons le cylindre et le cône. 

Le cylindre est engendré par une droite qui se meut 
parallèlement à elle-même, en s’appuyant sur une courbe 
quelconque ou en suivant telle autre loi qu’on voudra. 
De cette génération il résulte qu’un plan parallèle à 
une génératrice ne peut couper la surface que suivant 
une ou plusieurs de ses génératrices. 

Le cône est engendré par une droite qui passe con- 
stamment par un point fixe ou sommet, et qui se meut 
autour de ce point suivant une loi quelconque. Les deux 
parties d’un cône, séparées par le sommet, se nomment 
nappes. Il est évident qu’un plan mené par le sommet 
doit en général couper le cône suivant une ou plusieurs 
droites passant au sommet. 
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<54. Pour avoir une idée nette des surfaces dévelop- 
pables en général, prenons les choses de plus haut, et 
considérons la surface qu’on obtient en prolongeant in- 
définiment les côtés d’un polygone ÀBCD (fig. 1 5), 

dont trois côtés consécutifs quelconques ne sont pas 
dans le même plan. Cette surface, ou, si l'on veut, ce 
polyèdre, se compose des faces PAQ, QBR,... qui ne 
sont autre chose que des portions angulaires de plans; 
et même rien n’empêche de concevoir toutes les arêtes 
comme prolongées de l’autre côté du polygone, et foi'- 
mant une seconde surface polyédrale, séparée de la 
première par le polygone ABCD..., de même que les 
nappes d’un cône le sont par le sommet. Supposons 
que le polygone soit inscrit dans une courbe donnée, 
et augmentons successivement le nombre de ses côtés : 
on déterminera ainsi une série de polyèdres dont cha- 
cune des arêtes sera dans un même plan avec l’arête im- 
médiatement voisine; et par conséquent la limite de ces 
polyèdres sera une surface courbe douée de la même 
propriété, c’est-à-dire qu elle sera une surface dévelop- 
pable. 

Remarquons en outre qu’en passant ainsi à la limite, 
le polygone se confond avec la courbe donnée, et que 
les arêtes du polyèdre deviennent tangentes à cette 
courbe; donc une surface développable peut être décrite 
par une droite qui reste constamment tangente à une 
courbe. Monge donne à cette courbe le nom d 'arête 
de rebroussement. 

Le cylindre et le cône échappent à cette génération , 
parce que, dans l’un, les génératrices sont parallèles, et 
que, dans l’autre, elles passent toutes par un même point. 

G 
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J5S. Une propriété bien remarquable des surfaces 
développables , et qui est exprimée par leur dénomina- 
tion même, c’est qu’une portion quelconque d’une telle 
surface peut toujours s’étendre dans un plan sans dé- 
chirure ni duplicaturc. En effet, pour cela, il suffit de 
faire tourner successivement chacun des éléments plans, 
dont cette portion de surface est composée, autour de 
la génératrice qui le sépare de l’élément voisin. De cette 
manière, on pourra amener un premier élément sur le 
plan du suivant, l’ensemble de ces deux éléments sur 
le plan du troisième, et ainsi de suite. 

i)(i. Une autre propriété également remarquable des 
surfaces développables , c’est que dans toute surface 
appartenant à cette classe , cylindre, cône, ou autre, 
le plan tangent doit contenir une génératrice tout en- 
tière , et être tangent à la surface en chaque point de 
cette génératrice. 

Cette proposition dérive immédiatement de la géné- 
ration des surfaces développables , et se démontre faci- 
lement par les considérations infinitésimales dont on a 
déjà fait usage (48). En effet, dans ces surfaces, une 
génératrice donnée est toujours dans un même plan 
avec la génératrice voisine : or il est évident que ce 
plan, prolongé indéfiniment en tous sens, est tangent 
à la surface en chaque point de la génératrice donnée. 

C’est sur cette propriété qu’on s’appuiera pour con- 
struire les plans tangents aux cylindres et aux cônes. 

o7. Surfaces de révolution. Elles s’engendrent 
en faisant tourner une ligne autour d’un axe fixe. 

On nomme plans méridiens les plans qui passent 
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par l’axe, et méridiens les intersections de ces plans 
avec la surface. Il est clair que tous les méridiens sont 
égaux , et que chacun est composé de deux parties par- 
faitement égales. 

Il est également clair que les perpendiculaires abais- 
sées sur l’axe, par les différents points de la généra- 
trice , décrivent des cercles , dont les plans sont per- 
pendiculaires à l’axe , et qui ont leurs centres sur cet 
axe. Ces cercles se nomment parallèles. 

SB. Comme exemples de surfaces de révolution, je me 
bornerai à citer la sphère qui est si connue , et la surf tue 
gauche de révolution. Cette dernière est celle que décrit 
une droite en tournant autour d’un axe qui n’est pas si- 
tué avec elle dans un même plan. La plus courte distance 
de la génératrice à l’axe est une droite perpendiculaire 
à ces deux lignes ( Introd . 39), et par conséquent elle 
décrit autour de l’axe le parallèle du moindre rayon. 
Ce parallèle se nomme gorge ou collier. Les propriétés 
de cette surface seront exposées numéros 64-70. 

39. Dans toute surface de révolution, le plan tan- 
gent est perpendiculaire au plan méridien qui passe 
au i M>int île contact. 

En effet, le plan tangent doit contenir la tangente 
au parallèle qui passe au point de contact (48) : or le 
plan de ce parallèle est perpendiculaire au plan méri- 
dien, et la tangente à ce parallèle est perpendiculaire 
au rayon qui est l’intersection des deux plans ; donc 
cette tangente est perpendiculaire a'u plan méridien; 
donc le plan tangent l’est aussi. 
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60. Surfaces gauches. On nomme ainsi les sur- 
faces qui sont engendrées par une ligne droite, et qui 
ne sont pas développables. 

Toutes les surfaces décrites par une droite, soit gau- 
ches , soit développables , sont comprises dans la déno- 
mination générale de surfaces réglées. 

61 . Parmi les différents moyens de déterminer le mou- 
vement d’une droite pour lui faire décrire une surface 
gauche, le plus simple est de l’assujettir à rencontrer 
constamment trois lignes ou directrices données. Pour 
démontrer qu’en effet la surface est alors déterminée , 
prenons un point quelconque M de la première direc- 
trice A (fig. 1 6), et regardons-le comme le sommet d’un 
cône engendré par une droite qui s’appuie sur la se- 
conde B. Ce cône ira couper la troisième directrice C 
en un point P; et la droite MP, menée par les points 
M et P, étant tout entière sur ce cône , doit rencontrer 
la ligne B en quelque point N, et par conséquent elle 
s’appuie sur les trois directrices, aux points M, N, P. 
Si on conçoit que tous les points de la première direc- 
trice soient pris successivement pour sommets de diffé- 
rents cônes, la droite MNP, qui rencontre les trois direc- 
trices, changera continuellement de position et décrira 
une surface, qui est ainsi complètement déterminée. 

Il se pourrait que les trois directrices fussent sur une 
surface développable. Alors la génératrice , en glissant 
sur ces directrices , décrirait cette surface elle-même. 

62. I .es surfaces gauches que nous remarquerons 
sont les suivantes : 

1° Vhrperboloïde h une nappe, engendré par une 
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droite qui se meut sur trois droites non parallèles à un 
même plan. I>a surface gauche de révolution en est un 
cas particulier (67, scolie ). 

2° Le paraboloïde h yperbolique ou plan gauche, en- 
gendré par une droite qui se meut sur deux droites , 
en restant toujours parallèle à un plan directeur. On 
démontre (73, scolie ID que cette surface est la même 
que décrit une droite qui glisse sur trois droites paral- 
lèles à un plan *. 

3° Le cylindre gauche , engendré par une droite 
assujettie à demeurer parallèle à un plan directeur, et 
à s’appuyer sur deux courbes quelconques. 

4° Le conoïde , engendré par une droite qui reste 
parallèle à un plan directeur, et qui glisse sur une droite 
et sur une courbe. 

63. Je vais exposer maintenant les propriétés des 
surfaces gauches. Mais le lecteur, qui voudrait se bor- 
ner à la partie la plus élémentaire de la théorie des sur- 
faces, pourra passer immédiatement aux problèmes(76), 
et alors il devra laisser de côté ceux qui sont relatifs aux 
surfaces gauches. 

Propriétés de la surface gauche de révolution. 

64 . Théorème (fig. 1 7). Les génératrices de la sur- 
face gauche de révolution se projettent sur le plan du 
collier suivant des tangentes au collier. 

* L’hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique 
sont les seules surfaces gauches dont l'équation soit du second 
degré, et pour cette raison on les désigne souvent sous la déno- 
mination de surfaces gauches du second antre. 
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Concevons, par un point quelconque A du collier, une 
génératrice AG et une parallèle AD à l’axe OZ. Soit O 
le centre du collier : le rayon OA étant perpendiculaire 
à OZ et AG, doit l’être au plan DAG, et par conséquent 
aussi à la trace, AR, de ce plan sur le plan du collier. 
Or AR est évidemment la projection de la génératrice AG ; 
donc cette projection est tangente au collier. 

6«î. Théorème (fig. 17). On peut mener , par c/m- 
que point de la surface, deux droites qui s'appliquent 
sur cette surface dans toute leur étendue. 

Soient OZ l’axe de la surface, OA le rayon du col- 
lier, AG la génératrice , et AD une parallèle à l’axe. Le 
plan DAG étant perpendiculaire à OA, l’est aussi au plan 
méridien ZOA , et la trace AR , du plan DAG sur le plan 
du collier, est tangente au collier : c’est ce qu’on vient 
de voir dans le théorème précédent. Maintenant, dans 
le plan DAG faites l’angle DAH = DAG; et je dis que 
la ligne AH, ei^ tournant autour de l’axe, décrira la 
même surface que AG : 

Pour le démontrer, menez perpendiculairement à 
l’axe un plan quelconque qui coupe cet axe eu L, les 
lignes AG, AD, AH, en G, D, H, et le plan GAH 
suivant la droite GDH; joignez LG, LD, LII. Les 
triangles ADG, ADII sont rectangles en D, l’angle 
DAG = DAH , et le côté AD est commun : donc 
DG=DH. Par suite les triangles DGL , DHL sont égaux 
comme ayant DL commun, DG = DH , et l’angle droit 
GDL = HDL; donc LG = LH. De là on conclut que 
le point H décrira le même cercle que le point G, c’est- 
à-dire que, sur les droites AG et AH, les points qui sont 
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à égale distance du collier décrivent le même parallèle 
Donc ces droites engendrent la même surface; donc, 
par chaque point de cette surface, on peut tracer deux 
droites qui s’appliquent sur elle exactement. 

Corollaire. Il y a donc deux systèmes de généra- 
trices à considérer sur la surface. L’un embrasse les 
différentes positions de la droite AG; et l’autre, celles 
de la droite AH. 


66. Théorème (fig. 17). Le centre du collier est en 
même temps le centre de la surface : c’est-à-dire qu’/7 
partage en deux parties égales toutes les droites me- 
nées par ce point et terminées à la surface. 

Quand la rotation a placé le point A en A' à l’autre 
extrémité du diamètre AA', et les lignes AR, AG, AI), 
AH, en ATI', A'G', ATy, A'H', il est clair que les tan- 
gentes AR et A'R' sont parallèles, ainsi que les plans GAH 
et G' A'H'. Par suite les droites AG et A'H', qui font 
les angles GAR et H' A'R" égaux entre eux et de même 
sens, doivent être parallèles entre elles. Si donc, par 
le point O et par un point quelconque M de AG, on 
mène une droite, elle ira couper A'H' en un point N, 
et on aura ON = OM, ce qui revient à l’énoncé. 


67. Théorème (fig. 18). Deux génératrices de 
systèmes différents sont toujours dans un même pla n ; 
mais deux génératrices d’un même système n’y sont 
jamais. Trois de ces dernières , prises comme on vou- 
dra , ne peuvent pas non plus être parallèles au même 
plan. 

Supposons que la rotation ait amené les lignes AD, 

AG, AH, dont il est parlé daps le théorème précédent 

- > ^ * - ' ' ‘ ' 
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eu A'iy, A'G', A'H', et la tangente AR en A'R'. 1^‘s gé- 
nératrices AG, A'G' appartiendront au premier système, 
et AH, A'H', au second. Par le point de rencontre des 
deux tangentes menons KRK' parallèle à l’axe OZ, cette 
parallèle sera l’intersection des plans GAII, G' A'H'. 
Comme les angles GAR, H'A'R sont égaux, et que 
AR= A'R, il est facile [de voir que les droites AG, A'H' 
vont couper RK au même point; donc deux génératrices 
de systèmes différents sont toujours dans un même plan. 

Quant aux droites AG et A'G', si elles se coupaient, 
ce ne pourrait être que sur la ligne KK' : or, les an- 
gles GAR et G' A'R' étant égaux, il est évident que l’une 
de ces génératrices coupe K K' au-dessus du point A, et 
l’autre au-dessous; donc elles ne se rencontrent pas. 
D’ailleurs, les lignes AG, A'G' ne peuvent pas être pa- 
rallèles : car, si elles l’étaient, les plans GÀD, G'A'iy 
le seraient aussi, et A'R' serait parallèle à AR. Mais 
alors AG et A'G' auraient la position qu’elles occupent 
dans la figure 17; les lignes A'G' et A'H' seraient donc 
toutes deux parallèles à AG, ce qui est impossible. 
Donc deux génératrices d’un même système ne sont 
jamais dans un même plan. 

Maintenant, prenez à volonté trois génératrices d’un 
même système, et menez-leur des parallèles par un point 
de l’axe. Puisque, dans un même système, il n’y a point 
de génératrices parallèles entre elles, ces trois paral- 
lèles seront trois droites distinctes; et puisque toutes 
les génératrices sont également inclinées sur l’axe , ces 
parallèles feront des angles égaux avec l’axe. De là il 
est facile de conclure qu’elles rencontrent le plan du 
collier en trois points placés sur une circonférence de 
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cercle, el que par conséquent elles ne sont pas clans un 
même plan; or, c’est ce qui devrait être si les trois gé- 
nératrices étaient parallèles à un plan. Donc trois géné- 
ratrices d’un même système ne peuvent pas être paral- 
lèles au même plan. 

Scolie. Il est clair que la surface peut être décrite en 
faisant glisser une droite sur trois génératrices quelcon- 
ques prises dans un même système, et qu’on regarderait 
comme trois directrices fixes ; donc la surface gauche de 
révolution est un cas particulier de l’hyperboloïde à 
une nappe (62). 

68. Théorème (fig. 1 9). Si par le centre de la sur- 
face on mène une parallèle à une génératrice , et que 
ces deux lignes tournent en même temps autour, jde P axe 
sans cesser d’étre parallèles , la première décrit un 
cône droit qui est asymptote de la surface gauche dé- 
crite par la seconde : c’est-à-dire que le cône peut 
approcher de cette surface aussi près qu’on veut , sans 
jamais l’atteindre. 

La proposition se réduit à démontrer que si on coupe 
les deux surfaces par des plans perpendiculaires à l’axe , 
la différence entre les rayons des cercles concentriques, 
lésultant d’une même section , peut devenir aussi petite 
qu’on voudra , sans jamais être nulle. 

Soient AG une génératrice quelconque de la surface, 
et OL sa parallèle sur le cône. Je mène perpendiculai- 
rement à l’axe OZ un plan qui rencontre cet axe en P, 
la ligne AG en M, et la ligne OI. en N : il est clair que 
ce plan coupe les deux surfaces suivant des cercles dont 
les rayons sont PM et PN. Menez AR tangente au col- 
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lier : on sait, par les théorèmes précédents, que le 
plan GAR est perpendiculaire au plan du collier; donc, 
si on mène MR perpendiculaire à AR, cette ligne sera 
aussi perpendiculaire au plan du collier, et parallèle 
à OZ. Par suite MR = OP et l’angle AMR = NOP; 
donc les triangles rectangles MAR, ONP sont égaux; 
donc AR = PN. 

Le triangle rectangle OAR donne OR* — AR*— OA*; 
donc PM* — PN*=.0A’; donc, si on faitOA=a, PM=R, 
PN=R f , il viendra 

R* — R'*=a*. 


Mais R*— R'*= (R -f B!) (R— R') ; donc 


R — R' = 


a 1 

R + R' - 


Or, en faisant des sections de plus en plus éloignées du 
collier, les rayons R et R' deviennent de plus en plus 
grands , et même ils peuvent dépasser toute limite ; donc 
la valeur précédente de R — R' peut devenir aussi pe- 
tite qu’on veut, sans jamais être nulle. C’est ce qui était 
à démontrer. 


Scolie. II est clair que chaque génératrice de la sur- 
face gauche de révolution a sa parallèle sur le cône asymp- 
tote, et réciproquement : de sorte qu’on peut regarder 
ce cône comme le lieu des droites qu’on obtient en 
transportant au centre de la surface gauche toutes les 
génératrices de l’un et l’autre système. 


69. Théorème (fig. 20). Un plan conduit par l’a.re 
d’une surface gauche de révolution coupe cette surface 
suivant une hyperbole. 
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Soit DEE'iy un plan qui passe par l’axe XX', et qui 
coupe le cercle de gorge suivant le diamètre YY'; soit M 
un point quelconque de la courbe d’intersection de ce 
plan avec la surface, et soit MA la génératrice qui 
passe en ce point et rencontre le cercle de gorge en A. 
Abaissons les perpendiculaires MPetMQ sur OX et OY, 
puis tirons AQ et OA : l’angle MAQ sera égal à l’angle 
constant que fait la génératrice avec le plan du collier. 
Posons l’angle MAQ==a, OA =«, OP=x, MP==y: le 
triangle AMQ donne d’abord AQ=MQXcota=xcota; 
et ensuite, par le triangle rectangle OAQ, on a la valeur 
de OQ* ou y, savoir : 

[1 ] y~ x * cot’a -(- d, 

équation qui représente une hyperbole. 

Scolie I. Les asymptotes de cette hyperbole ont pour 
équations j-=zL x cota; donc elles font avec l’axe XX' 
le meme angle que les génératrices de la surface , et par 
conséquent elles sont sur le cône asymptote, dont la 
dénomination se trouve ainsi justifiée de nouveau. 

Scolie II. Il est évident qu’on reproduirait la sur- 
face en faisant tourner l’hyperbole autour de son second 
axe XX'; et pour cette raison on la désigne encore sous 
le nom d ' hjperboloïde de révolution à une rnippe. En 
faisant tourner l’hyperbole autour de son premier axe 
YY 1 , on aurait un hjperbololde à deux nappes. 

Scolie III. Considérons une autre surface gauche de 
révolution ayant le même axe OX que la précédente, 
mais dont le centre soit placé à une hauteur OH = // 
au-dessus du point O. Soient d le rayon de son collier, 
et a' l’angle de sa génératrice avec le plan de ce collier. 
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Pour avoir la section faite clans la nouvelle surface par 
le plan XOY, et rapportée aux mêmes axes OX etOY, 
il suffît de remplacer, dans l’équation [1], a par d, 
a par a', et x par x — h. De cette manière, il vient 

[2] — /i^cotV-j-c/’. 

Il est évident que les deux surfaces ne peuvent se cou- 
per que suivant des cercles dont les plans sont perpendi- 
culaires à l’axe OX , et que ces plans rencontrent l’axe OX 
à des hauteurs précisément égales à celles des points d’in- 
tersection des deux hyperboles représentées par les équa- 
tions [1] et [2]. Pour avoir ces hauteurs il suffît donc 
d’éliminer y entre les deux équations, et de tirer les 
valeurs de x de l’équation résultante, laquelle est 

[3] (x — /c)’cotV — .r'cot’a -f- d 1 — d= 0. 

Maintenant supposons d >• a, et mettons, dans cette 
dernière équation, d — d ou zéro au lieu de d, et 
( i 8 — d au lieu de d ‘ : cette équation reste la même. 
Or, par le changement de d en d — d, la première 
surface gauche se réduit à son cône asymptote; et, par 
le changement de a h en d* — d, la seconde se trouve 
remplacée par une autre surface gauche qui n’en diffère 
que par son collier, lequel a pour rayon y 'd 1 — «*, 
quantité facile à trouver géométriquement. On voit donc 
par là comment la construction des cercles communs à 
deux surfaces gauches de révolution, qui ont le même 
axe, peut se ramener au cas plus simple oii l une des 
deux surfaces serait un cône. 

Cette remarque servira ( I A 1 ) à construire l'intersec- 
tion d’une droite avec une surface gauche de révolution» 
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70. Théorème (fig. 21). En coupant la surf ace gau- 
che de révolution par des plans quelconques, on peut 
obtenir des ellipses, des paraboles et des hyperboles. 

Soit BY la trace d’un plan quelconque sur celui du 
collier : j’abaisse, du centre de la surface, la perpendi- 
culaire OB sur BY, et je conduis un plan par OB et par 
l’axe OZ de la surface. Ce plan sera perpendiculaire au 
plan coupant, et le rencontrera suivant une droite BX 
perpendiculaire à BY. Soit M un point quelconque de 
la courbe qui résulte de la section faite dans l’hyperbo- 
loïde : je mène l’ordonnée MP perpendiculaire à BX , 
et je pose BP=.r, MP =>. OA étant le rayon du col- 
lier, et MÀQ l’angle d’une génératrice quelconque avec 
le plan du collier, je ferai OA — a, MAQ = a. Enfin, 
pour fixer la position du plan coupant, je prendrai la 
distance OB = b et l’angle OBX = (3. 

11 s’agit d’arriver à une relation entre les coordon- 
nées x et y. A cet effet , supposons que la génératrice 
passant au point M soit la droite MA , laquelle rencon- 
tre le collier en A. Menons AQ tangente au collier, 
MQ perpendiculaire à AQ, et PR perpendiculaire à BO; 
puis tirons OA, OQ, QR. La figure MPRQ sera un 
rectangle, et on aura PR=MQ, QR = MP =y. 

Le triangle OQR est rectangle en R, et donne QR 
ou OQ* — OR*. Or le triangle rectangle OAQ 

donne OQ*= AQ’-J-a* ; donc 

y = ÂQ* — ÔïC -j- a'. 

Dans le triangle BPR , l’hypoténuse BP = x et l’angle 
PBR=p; donc MQ=PR=o: sin [3. Par suite le triangle 
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rectangle MAQ, dans lequel l’angle MAQ est égal à a, 

donne 

AQ=MQXcota=.rsin|3cota. 


Du même triangle BPR on tire BR=.rcos(3, et de là 
résulte 


OR=BR — BO=.tcos(3 — b . 

Substituons ces valeurs de AQ et de OR dans l’expres- 
sion de y, et il vient 

y=.x t sin’(3 cot' a — (xcos [3 — bJ-\-a' 

=(sin’(3 cot 1 a — cos’ (3).r*-J-2At'cos [3 -}-«* — 4*. 

Au moyen des relations connues 
cos’ (3=1 — sin’(3, cot’a: 


cos*a 1 — sin*a 


sur a 


on peut changer la valeur de y en celle-ci 

[4] — l)^+2£cosp.x+«?— V-, 

et telle est l’équation de la courbe d’intersection de la 
surface gauche par un plan quelconque. 

Il est permis de supposer que a et (3 sont des angles 
aigus. Dès lors il est facile de voir que cette équation 
représente une ellipse , une parabole , ou une hyperbole , 
selon qu’on prend [3<^a, (3=a, ou (3>a : car, dans 
le premier cas , le multiplicateur de ,r* est négatif, il 
est nul dans le second, et positif dans le troisième. 

Scolie I. Si on fait a =0 , le rayon OA devient nul , 
et l’hyperboloïde se change en son cône asymptote. 
Par cette hypothèse l’équation [4] devient 

[ 5 ] y= — 1 ) -* 2 +2ôcos (3. x—lf ; 

et comme le coefficient de r* n’a point changé , on en 
conclut que les sections faites par le même plan , dans 
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l’hyperboloïde et dans le cône asymptote, sont des 

courbes de même espèce. 

Scolie II. Transportons le plan coupant parallèle- 
ment à lui-même au sommet du cône, et pour cela fai- 
sons b= 0 : l’équation [5] se réduit à 



Celle-ci donne un point unique quand l’équation [4] 
représente une ellipse; une droite , quand l’équation [4] 
représente une parabole; et deux droites qui se coupent , 
quand l’équation [4] représente une hyperbole. Ainsi, 
pour juger si une section de l’hyperboloïde est une el- 
lipse, une parabole ou une hyperbole, il suffît d’exa- 
miner si un plan parallèle, passant par le centre, coupe 
le cône asymptote en un point unique, suivant une 
droite, ou suivant deux droites. Et, dans le dernier 
cas, on doit observer que les deux droites sont paral- 
lèles aux asymptotes de l’hyperbole. 

Scolie III. Le cas où la surface gauche est coupée 
par un plan qui passe suivant l’axe, est compris dans 
l’équation [4]. Pour l’en déduire, il faut supposer que 
le point B est placé en O, et que la ligne BX coïncide 
avec OZ : c’est-à-dire qu’on doit faire 4 = 0, et 
(Ü = 90 0 . Alors en effet on retombe sur l’équation [1], 
= a? cot' a -|- </'. 


Sur l’hyperboloïde à une nappe et le paraholoïde hyperbolique. 

7 1 . Théorème, L'hjrperbofotde h une nappe peut 
être engendré de deux manières différentes par le 
mouvement d'une droite. 

D’après la définition (62), cette surface est décrite 
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par une droite qu’on ferait glisser sur trois droites fixes 
qui ne sont point parallèles à un même plan. Désignons 
par A, B, C, ces trois directrices, et supposons que 
trois génératrices quelconques a, b, c, de la surface 
soient prises pour diriger le mouvement d’une droite 
mobile. La proposition qu’il faut démontrer, c'est que 
la nouvelle surface, ainsi décrite, est identique avec la 
surface donnée; et tout se réduit à faire voir qu’une 
génératrice prise à volonté sur l’une des surfaces est 
rencontrée en chacun de ses points par une génératrice 
de l’autre surface : car alors il sera évident qu’elle est 
tout entière sur cette dernière surface. J’établirai 
d’abord le lennne suivant. 

Soient données, dans un plan, tant de droites qu'on, 
voudra } partant d’ un même point A (fig. 22). Coupez- 
les par une droite CG ; des points d' intersection E, 
E', E",... menez des droites à un point quelconque \\, 
situé dans le plan ou hors du plan des droites don- 
nées; puis supposez qu'on tire deux transversales 
NN" , PP" , de manière qu'on ail la proportion 
NN' : PP' : ; N'N" : P'P". Je dis qu'on aura la siute de 
rapports égaux. 

[1] nn' : pp' : : N'N" : P'P" : : N"N"' : p"p'", etc. 

Parallèlement à la transversale NN" menez AC qui 
coupe CG en C, et joignez BC. Prolongez NN" jusqu’à sa 
rencontre D avec la même droite CG, et menez parallèle- 
ment à BC la droite DQ, qui coupe les ligues BE, BE', 
BE",... en Q, Q\ Q",... Enfin tirez AB, NQ, N'Q',... 

A cause des parallèles DN et CA, DQ et CB, on a 
ED : DC : : EN : NA : : EQ : OB; donc NQ est paral- 
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lèle à AB. Un raisonnement semblable prouve que N'Q', 
N"Q",... sont aussi parallèles à AB. 

Ixs droites NQ, N'Q',... étant parallèles, on doit 
avoir la suite de rapports égaux 

[2] nn' : qq' : : N'N" : Q'Q" : : n"N'" : q"q"', etc. 

Mais, par hypothèse, on a NN' : PP' : : N'N" : l y P"; 
donc PP' : QQ' : : I y P" : Q'Q"; donc la droite QQ" est 
parallèle à PP", et par conséquent on a 

[3] pp' : QQ' : : PT" : Q'Q" : : p"p"' : q"q'", etc. 

En comparant les suites [2] et [3], on obtient la suite 
[I ] qui était à démontrer. 

Passons actuellement au théorème proposé. Soient 
(fig. 23) AA', BB', CC' les trois directrices de l’hyper- 
boloïde, et «b, cil), d'il' trois génératrices quelcon- 
ques, qui coupent ces directrices aux points a, b , e, 
a ', U, d, a", //', d' . Considérons les trois lignes ab, d/l, d'U' 
comme les directrices d’une seconde surface gauche, et 
soit m/d une droite qui les coupe en rn , ni , ni' : la 
droite m/d sera une génératrice de cette surface. Pre- 
nons à volonté un point o sur m/d ; par ce point et par 
la ligne AA' conduisons un plan A b"'d", qui rencontre 
les lignes BB' et CC aux points V" et d" ; puis menons 
la droite b"'c". Cette droite ira couper AA' en quelque 
point d", et par conséquent elle sera une génératrice 
de la première surface : or je vais faire voir qu elle passe 
au point o. 

ParladroiteCC'conduisons les deux plans 1S( ACC': 
l’un parallèle à AA' et rencontrant BB' en B, l’autre pa- 
rallèle à BB* et rencontrant AA' en A ; puis tirons les 
droites A c, A d, A c", A d", B c, B d, Bc", Bt"'. Par les 
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trois points ni, ni, ni', menons des parallèles «à la droite 
AA/ : comme elles sont dans les plans A ac, A a'd, .A d'd', 
et que la ligne mni/n" est droite, il est clair qu’ elles ren- 
contrent les lignes Ac, Ac/, Ac" en trois points n, )i, n", < 
qui sont aussi en ligne droite. Par les mêmes points ni , 
ni, ni" , menons encore des parallèles à B If, lesquelles 
rencontrent les lignes Bc, Bd, Bd', dans les pointsyo, fi 
aussi en ligne droite. Imaginons les plans nmp, riniji , 
ti'ni'p", qui coupent C G en q, (/, <j r , et qui déterminent 
les parallélogrammes mnqp, ni rit/ fi, ni'n"r/'fi' . Soient 
ti" le point d’intersection de nri avec Ac", çtfi" celui de 
pfi avec Bc/" : tirez ri"({" parallèle à nq, et joignez p'"q"'. 

Cette construction bien comprise , les parallèles don- 
nent sur-le-champ rnni ; ni ni' ; ; nri \ ri ri' ; : pji fi fi'’, 
donc, en vertu du lemme, on aura 

nri : ri ri' ; ri' ri" \ pfi : fi fi' : fi' fi". 

Mais, à cause des parallèles rirf , ri'q ", n'"r/", on a 
ri ri' \ ri' ri" \ ; rjrf \ 
par conséquent on a aussi 

donc fi"f(" est parallèle à fi'rj' . 

Achevons le parallélogramme ri" cl" fi" ni" (on verra 
tout à l’heure pourquoi les lettres o et ni" sont placées 
sur le même point). Le côté tri"ri" étant parallèle à nui 
doit être dans le plan des lignes mni, nri; et le côté 
ni" fi" étant parallèle à mp doit être dans le plan des 
lignes mni , pfi : donc le point tri" est commun aux 
deux plans. Or, la droite mni est l’intersection de ces 
plans; donc le point tri " est sur la ligne mni. Les lignes 
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ni" ri" et ni"jJ" sont aussi, respectivement, dans les 
plans kli"d " et \MJ"d", lesquels se coupent suivant#"*/"; 
donc le point tri" appartient aussi à cette intersection; 
donc il est commun aux droites mai et ü"d". 

D après la construction, le plan A b"'d" rencontre la 
droite nwi au point o\ donc les points o et ni" coïnci- 
dent. Donc tous les points d’une génératrice prise sur 
l’une des surfaces gauches, doivent aussi appartenir à 
l’autre surface, ce qui revient à dire que les deux sur- 
faces n’en font qu’une. 

Scolie I. Il y a donc lieu à distinguer sur l’hyperbo- 
loïde, deux systèmes bien distincts de génératrices ; et, 
d’après la démonstration qui vient d’être développée , 
il est facile d’apercevoir que deux génératrices de sys- 
tèmes différents sont toujours comprises dans un même 
plan. Mais elles ne le sont jamais quand elles appar- 
tiennent au même système : car, si alors elles étaient 
dans un même plan, comme elles sont rencontrées par 
toutes les génératrices de l’autre système, celles-ci se- 
raient aussi dans ce plan , et la surface serait plane ; 
donc les trois droites directrices de la surface seraient 
dans un même plan, ce qui est contraire à la définition 
de 1 hypcrboloïde (62). Trois génératrices d’un même 
système ne peuvent pas non plus être parallèles à un 
plan : car, si cela était, la surface serait un parabo- 
loïde. Voyez le scolie II du n° 75. 

Scolie II. Quand les directrices AA', BB', CC' sont 
parallèles à un plan, auquel cas la surface, ainsi qu’on 
vient de le dire, se change en un paraboloïde, les deux 
plans qui ont été menés par CC, respectivement paral- 
lèles aux droites AA' et BB', se réduisent à un seul, et 
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la démonstration précédente n’a plus lieu. Cependant 
on verra tout à l’heure (73) qu’ alors le théorème sub- 
siste encore. 

72. Théorème. Avec les trois directrices d'un hy- 
jierboloïde à une nappe , on peut construire un paral- 
lélépipède dont trois arêtes sont situées sur ces direc- 
trices ; et le centre de ce parallélépipède est aussi celui 
de l’ityperboloide. 

Remarquons d’abord que deux droites étant données, 
non situées dans le même plan h on peut toujours mener 
par chacune d’elles un plan parallèle à l’autre, et que 
les deux plans ainsi déterminés sont parallèles entre eux. 
Dès lors il est évident qu’on peut mener, par chacune 
des trois directrices, deux plans respectivement paral- 
lèles aux deux autres, et qu’on aura de cette inauière 
six plans parallèles deux à deux , qui formeront un pa- 
rallélépipède. TjCS directrices sont des arêtes de ce pa- 
rallélépipède, car chacune d’elles est commune à deux 
de ces plans. 

Soient (fig. 24) AA', BR, CC' les trois directrices avec 
lesquelles on a construit le parallélépipède. Les arêtes 
opposées BC y , CA', A R sont des génératrices de l’hyper- 
boloïde; car AB', par exemple, rencontre les trois di- 
rectrices, savoir : AA' en A, BB' en R, et CC' à l’infini. 
D’après le théorème précédent, on peut donc prendre 
ces trois arêtes pour directrices de l’hyperboloïde. Con- 
sidérons une génératrice quelconque LM qui côupe les 
directrices du premier mode en L, M, N , et prenons, sur 
celles du second mode, BL'=A'L, CM— B'M, B'N'=CN : 
je dis que les points L', M', N' sont en ligne droite. 
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La ligne BL' étant égale et parallèle à A'L, les droites 
A'B et LL' se coupent en deux parties égales; donc le 
point O, milieu de la diagonale A'B, est aussi le milieu 
de LL'. De même , A'M' étant égale et parallèle à BM , 
le milieu de la droite de MM' est au point O. Enfin, en 
menant la diagonale B'C et en observant que B'N' est 
égale à CN, on verrait que la droite NN' a aussi son 
milieu en O. Or, de ce que les lignes LL', MM', NjV 
ont leur milieu en O , on conclut que la droite L'M' est 
parallèle à LM, et la droite L'N' parallèle à LN; donc 
la ligne M'L'N' est une droite parallèle à MLN. 

Maintenant, supposons que la génératrice LM ait été 
menée par un point quelconque P de l’hyperboloïde , et 
menons PO, dont le prolongement rencontre L'M' eu 
P' : le point P' sera sur la surface. Or, les triangles LOP 
et L'OP' étant égaux , on a OP' = OP ; donc toute droite 
menée par le point O , et terminée à la surface , a sou 
milieu en G. Donc l’hyperboloïde a le même centre que 
le parallélépipède construit sur les trois directrices. 

Scolie. La démonstration précédente prouve aussi 
que toute génératrice prise dans un mode de génération 
a sa parallèle dans l’autre mode , que ces deux droites 
sont dans un plan passant par le centre, et qu’elles sont 
à égale distance de ce centre. 

73. Théorème. Le par<dto!oïde hyperbolique peut 
être engendré de deux manières pur une droite. 

Ce paraboloïde est décrit par une droite qui s’appuie 
sur deux autres AB, CD (fig. 25), et qui reste paral- 
lèle à un plan XY; par conséquent, en menant des plans 
parallèles à X 1 » , leurs intersections avec les directrices 
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détermineront des droites telles que AC, BD, EF, qui 
seront des génératrices de la surface. Je mène un plan 
UY parallèle aux droites AB et CD ; je prends AC et BD 
pour directrices d’un second paraboloïde , le plan UY 
pour plan directeur; et je dis que ce paraboloïde est 
identique avec le premier. Il faut donc démontrer qu’une 
génératrice quelconque EF du premier est toujours ren- 
contrée par une génératrice du second, ou, ce qui revient 
au même , que tout plan parallèle à UV coupe AC, BD, 
EF, en trois points G, H, I, qui sont en ligne droite. 

Conduisez un plan par AB et AC : les plans paral- 
lèles à XY, qui déterminent les génératrices BD, EF, 
de la première surface, rencontrent le plan BAC sui- 
vant les droites BR, EM, parallèles à AC. Pareillement 
les plans parallèles à UV, qui déterminent les généra- 
trices CD, GH , de la seconde surface , rencontrent le 
plan BAC suivant les droites CR, GL, parallèles à AB. 
Enfin , les intersections de ces deux plans avec les deux 
précédents sont les droites DR, FM, HL, IN, paral- 
lèles entre elles. 

Cela posé, à cause des parallèles : on a 

in : fm :: EN : EM, 
fm: DR:: CM: cr, 
dr : hl : : BR ; bl. 

Multipliez ces proportions par ordre, et observez que 
EN =BL et EM=BR. En simplifiant les rapports, il 
vient IN : HL : : CM ; CR, ou : : GN : GL; donc les 
points G, H , I sont en ligne droite. Donc les deux sur- 
faces n’en font qu’une. 

Scolie I. De la double génération du paraboloïde hy- 
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perbolique, il résulte qu’on peut mener deux droites sur 
cette surface, par chacun de ses points. Il en résidte 
encore que tout plan parallèle à deux génératrices d’un 
même mode coupe la surface suivant une droite. 

Scolie II. Si on prend sur un parabololde hyperbo- 
lique trois génératrices d’un même mode, telles que AC, 
HD, EF, et qu’on s’en serve pour diriger le mouvement 
d’une droite, cette droite décrira une surface détermi- 
née , qui ne peut être que le paraboloïde lui-même ; donc 
un paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une 
droite qui glisse sur trois directrices parallèles à un plan. 

Réciproquement, toute surface ainsi engendrée est un 
paraboloïde hyperbolique. En effet, supposez que AC, 
BD, EF soient trois directrices parallèles au plan XY, et 
que AB et CD soient deux génératrices qui les coupent 
en A , B, E, et en C, D, F : menez le plan UV parallèle à 
ces deux génératrices, et ensuite, parallèlement à UV, 
un plan quelconque qui coupe les directrices en G, H, I. 
En faisant les mêmes constructions et les mêmes propor- 
tions que plus haut, on conclut encore que la ligne GUI 
est droite; donc elle est une génératrice de la surface. 
Mais cette droite est parallèle au plan UV ; donc la sur- 
face est un paraboloïde hyperbolique. 

Scolie III. Toutes les génératrices d’un même sys- 
tème étant parallèles à un plan, elles coupent chaque 
génératrice de l’autre en parties proportionnelles; et 
de là il s’ensuit qu’on peut encore engendrer le para- 
boloïde hyperbolique en faisant glisser la ligne EF sur 
les directrices AB et CD de manière qu’on ait toujours 


l’égalité 
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Cette propriété a son analogue clans l’hypcrboloïde 
à une nappe. Supposons que les droites AB, CD, GII 
(fig. 2G), non parallèles à un même plan, soient les di- 
rectrices d’un hyperboloïde. Prenons deux génératrices 
particulières ACG, BDH, et ensuite une génératrice 
quelconque EFI : en désignant par a une quantité con- 
stante, laquelle est déterminée pour chaque hyperbo- 

•ouïe, on devra avoir — = — Xa. 

DÜc Dr t 

Pour démontrer cette proposition , on peut se servir 
du plan mené par la droite AB parallèlement à CD, le- 
quel coupe GH au point Q. Toutes les constmctionssont 
indiquées sur la figure, et je laisse au lecteur le soin d’y 
appliquer le raisonnement. 

Sur les plans tangents aux surfaces gauches. 

74. Théorème. Si deux surfaces gauches ont une 
génératrice commune, et les memes plans tangents en 
trois points de cette génératrice , elles se raccordent 
parfaitement : c'est-à-dire qu'elles ont le même plan 
langent en tout autre point de cette génératrice. 

Soient, sur la génératrice commune, les trois points 
L, M, N (fig. 27), pour lesquels les plans tangents sont 
les mêmes. Puisque le plan tangent au point L est com- 
mun aux deux surfaces, en menant par ce point un plan 
quelconque, il les coupera suivant des courbes LA et LA', 
qui auront pour tangente commune l’intersection LR 
de ce plan avec le plan tangent (48), et qui par con- 
séquent, dans une portion infiniment petite LL' de cette 
tangente, doivent être regardées comme coïncidentes. 
Semblablement, en menant un plan par le point M, on 
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trouvera deux courbes MB, MB', qui auront un élément 
commun MM'; et, en menant un plan par le point N, 
deux courbes NC, NC, qui auront aussi un élément 
commun NN'. En faisant glisser la droite LN, d’abord 
sur les trois courbes LA, MB, NC, et ensuite sur les 
trois courbes LA', MB', NC, on reproduit les deux sur- 
faces proposées; donc ces deux surfaces sont coïnci- 
dentes , dans toute la partie comprise entre les généra- 
trices infiniment voisines LN et L'N'; donc en chaque 
point de LN ces surfaces ont le même plan tangent (47). 

Scolie. Si les deux surfaces gauches sont engendrées 
par une droite qui demeure parallèle au même plan, il 
suffit de deux plans tangents communs en deux points 
d’une même génératrice, pour qu’il y ait raccordement. 
En effet, supposons ces conditions remplies, et, par 
chacun des deux points, menons un plan qui coupe les 
surfaces. On obtient ainsi, sur chaque surface, deux 
courbes qu’on peut prendre pour les deux directrices 
de cette surface, et qui ont respectivement un élément 
commun avec les courbes de l’autre surface ; donc, quand 
la génératrice parcourt ces éléments communs en res- 
tant parallèle au plan directeur, on peut la considérer 
comme étant sur les deux surfaces à la fois , et par consé- 
quent ces surfaces se raccordent. 

En général , pour déterminer le mouvement d’une 
droite qui décrit une surface gauche, trois conditions 
sont nécessaires. Si, pour deux surfaces gauches qui ont 
.une génératrice commune , les trois conditions sont diffé- 
rentes, il faut trois plans tangents communs en trois 
points de cette génératrice, pour que les surfaces se 
touchent dans les autres points de la génératrice com- 
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mune. Mais, s’il y a une condition commune, deux plans 
tangents communs suffisent; et s’il y a deux conditions 
communes, il n’en faut plus qu’un seul. 

7o. Théorème. Quand on doit construire un plan 
tangent en un point donné d’une surface gauche quel- 
conque •, on peut toujours remplacer cette surface par 
une surface gauche à directrices rectilignes , et alors 
la construction du plan tangent est facile. 

Soient donnés une surface gauche quelconque , une gé- 
nératrice appartenant à cette surface, et un point, sur 
cette génératrice, par lequel on propose de mener un 
plan tangent à la surface D’après le théorème précé- 
dent, on peut remplacer cette surface par toute autre 
surface gauche qui se raccordera avec elle suivant la 
génératrice donnée : c’est-à-dire (pie les deux surfaces 
doivent avoir trois plans tangents communs en trois 
points de cette génératrice. Et toutefois, les trois plans 
tangents communs ne sont nécessaires que dans le cas 
où, pour engendrer la nouvelle surface, on ne conserve 
aucune des trois conditions qui déterminent le mouve- 
ment de la génératrice de la première : car, si on ne 
change que deux conditions , deux plans tangents com- 
muns suffisent; et même il n’en faut plus qu’un seul, 
si on ne change qu’une seule condition. 

Il est évident qu’il existe une infinité de surfaces 
gauches à directrices rectilignes (hyperboloîdes et para- 
boloïdes) qui peuvent remplir les conditions du raccor- 
dement. Une fois le choix arrêté, la construction du 
plan tangent est facile. En effet, on sait qu’il est pos- 
sible de mener par chaque point d’une pareille surface 
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deux droites qui y soient situées tout entières (7 1-73); 
et comme ces droites sont à elles-mêmes leurs propres 
tangentes, elles doivent être dans le plan tangent, qui 
dès lors se trouve déterminé. 

Par exemple, supposons que les trois courbes LA, 

MB, NC (fig. 28) soient les directrices d’une surface 
gauche, que LM soit une génératrice qui les coupe en 
L, M, N, et qu’on demande le plan tangent au point G, 
situé sur cette génératrice. Menez les tangentes LO, MP, 
NQ aux trois courbes, et prenez ces tangentes pour di- 
rectrices d’une nouvelle surface gauche. En chacun des 
points L, M, N, le plan tangent sera le même pour les 
deux surfaces : car, au point L, par exemple, le plan 
tangent à chacune d’elles doit contenir la génératrice LM 
et la tangente LO. 11 y a donc raccordement complet 
suivant LM, et par conséquent le plan tangent en G 
est le même pour les deux surfaces. 

Pour déterminer ce plan tangent, il suffira donc de 
chercher la seconde droite passant en G, qui est con- 
tenue sur la seconde surface. Comme on connaît déjà 
une génératrice LM de cette surface, on en construira 
deux autres OP et RS : alors, considérant les lignes 

LM, OP, RS comme les directrices de cette surface, ce 
qui est permis (71, 73), on déterminera la généra- 
trice GH qui les rencontre toutes les trois; et le plan 
passant par les droites GL et GH sera le plan tangent 
demandé. 

11 est bien clair maintenant qu’on peut choisir la sur- 
face auxiliaire d’une infinité de manières differentes, 
sans cesser de lui donner des droites pour directrices : 
car, au lieu des tangentes LO, MP, NQ, on peut prendre 
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pour directrices trois droites quelconques menées res- 
pectivement, par les points L, M, N, dans les plans 
qui touchent la surface donnée en ces trois points. Le 
mieux, en général, est de prendre pour directrices les 
intersections de ces plans avec trois plans perpendicu- 
laires à la génératrice LM. Alors la surface auxiliaire est 
un paraboloïde tout à fait déterminé (73, scolie II), 
et la construction du plan tangent se simplifie. Pour ne 
pas changer la figure , supposons que LO, MP, NQ soient 
les trois directrices perpendiculaires à LM. On cherchera 
une droite OP qui les coupe toutes trois; et, par le 
point G, perpendiculairement à LM, on mènera un 
plan, qui rencontrera OP en H. D’après une propriété 
connue (73, scolie I), on est assuré que la droite GH 
est sur le paraboloïde; et par conséquent le plan LGH 
est le plan tangent demandé. 

Problèmes sur les plans tangents aux surfaces développables. 

76. Problème I. Connaissant la trace horizontale 
itun cylindre et la direction des génératrices , trouver 
le plan tangent en un point donné sur ce cylindre. 

Soit «eç/‘(prob. 2° part., fig. I) la trace horizontale 
du cylindre, c’est-à-dire, la courbe suivant laquelle il 
rencontre le plan horizontal. Pour rendre les construc- 
tions plus faciles, je supposerai que cette courbe est un 
cercle; mais l’explication n’en sera pas moins générale. 

Puisque la direction des génératrices est donnée , on 
peut mener à la courbe aeef les tangentes ah , cd , pa- 
rallèles à la projection horizontale des génératrices ; et 
ces tangentes seront la limite de la projection horizon- 
tale du cylindre , car il est évident que toutes les géné- 
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ratrices. doivent se projeter entre ces deux lignes. Me- 
nons les tangentes eé ff perpendiculaires à xy, et les 
droites fH parallèles à la projection verticale des 
génératrices : il est clair encore que ces dernières droites 
seront les limites de la projection verticale du cylindre. 

Maintenant supposons qu’on donne l’une des pro- 
jections d’un point du cylindre , la projection hori- 
zontale m, par exemple, et déterminons l’autre projec- 
tion. A cet effet, on mène par le point m un plan 
vertical parallèle aux génératrices , lequel ne peut couper 
le cylindre que suivant une ou plusieurs génératrices ; 
et les intersections de ces génératrices avec la verticale 
élevée par le point m donnent les points de la surface 
qui sont projetés en m. Les traces de ce plan sont la 
droite mq menée parallèle à ab par le point m , et la 
droite qd perpendiculaire à xy. La première rencon- 
trant la courbe nerf en i et en k, il s’ensuit que le 
plan coupe le cylindre suivant deux génératrices, qui 
ont toutes deux leur projection horizontale dirigée sui- 
vant mq, et dont les projections verticales s’obtiendront 
en abaissant les perpendiculaires ii', kk, sur xy, et en 
menant les parallèles iWj, k<f , à / 1 //. Alors on mène la 
ligne mm' perpendiculaire aussi à xy, et les point m' 
et m", où elle rencontre les lignes i\{ et kq", sont les 
projections verticales des points du cylindre, qui répon- 
dent à la projection horizontale m. 

Cela posé, supposons qu’on demande le plan tangent 
au point [rn,ni\ On remarque d’abord que ce plan 
doit contenir la génératrice [ini, i'nij, dont les traces 
sont * et (J', et, ensuite, qu’il doit être tangent au cy- 
lindre en chaque point de cette génératrice (56). Or, 
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le plan tangent à une surface doit contenir les tangentes 
à toutes les courbes tracées sur cette surface par le point 
de contact : donc, si on mène la tangente it à la courbe 
aec , elle sera dans le plan tangent cherché; et comme 
elle est dans le plan horizontal, elle est la trace horizon- 
tale du plan tangent. Prolongez it jusqu’à sa rencontre a 
avec xj, et tirez au/ : la droite a./ sera la trace verti- 
cale de ce plan. t 

Remarques. Quelquefois le point </ est très-éloigné 
et serait peu commode pour déterminer ol</ . Dans ce 
cas, on prend un point de la génératrice [/>«,z'W'], le 
point \jn,nf\, par exemple; et on conçoit par ce point 
une parallèle à la trace horizontale ta. Cette parallèle a 
pour projections mr parallèle à ta, et ait 1 parallèle 
à xj-, et comme elle est dans le plan tangent, sa trace 
verticale i 1 appartient à la trace verticale de ce plan. 
Donc le point i 1 peut servir à déterminer cette dernière 
trace, ou à la vérifier, si elle est déjà connue. On pour- 
rait encore, pour le même objet, mener une parallèle 
aux génératrices, par un point quelconque de la trace 
horizontale ta. 

Si on menait un second plan tangent au cylindre, il 
y aurait alors une nouvelle vérification; c’est que son 
intei’section avec le premier devrait être parallèle aux 
génératrices. Cette propriété résulte de ce que chaque 
plan tangent contient une génératrice, et que toutes les 
génératrices sont parallèles entre elles ( Intr . 25). Dans 
l’épure, on a déterminé le plan tangent au point : 

ses traces sont t$ et r /([ \ les projections de son intersec- 
tion avec l’autre plan tangent sont les droites tu et / li , 
lesquelles doivent être parallèles à ab ct/'/i. 
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La manière dont on a déterminé les projections ni, ni 1 , 
correspondantes à m , doit être remarquée, parce qu’elle 
peut servir à construire les intersections d’un cylindre 
par une droite quelconque. Il est clair en effet que si 
on mène par cette droite un plan parallèle aux généra- 
trices, la trace horizontale de ce plan doit rencontrer 
celle du cylindre en des points qui appartiennent aux 
génératrices suivant lesquelles le plan coupe le cylindre. 
Dès lors il est facile d’avoir les projections de ces généra- 
trices, et par suite celles des points cherchés. 

77. Problème II. Mener un plan tangent à un 
cylindre par un point extérieur. 

Un plan tangent à un cylindre doit contenir une géné- 
ratrice, et, dans le problème précédent, on a vu que 
sa trace horizontale est tangente à celle du cylindre; 
donc, si on imagine, par le point donné, une droite 
parallèle aux génératrices , elle sera tout entière dans le 
plan; et si, après avoir construit les traces horizontale 
et verticale de cette parallèle , on mène par la première 
des tangentes à la trace horizontale du cylindre , ces tan- 
gentes seront les traces horizontales des différents plans 
tangents qui passent par le plan donné. On aura ensuite 
les traces verticales de ces plans, en joignant les points 
où leurs traces horizontales rencontrent la ligne de terre, 
avec la trace verticale de la même parallèle. 

Les détails de construction sont représentés dans la 
fig. II. Les projections du cylindre y sont tracées comme 
dans la précédente; les projections du point donné 
sont ni et ni, celles de la parallèle à la génératrice 
sont mt et nié, et les traces de cette parallèle sont tel u' ; 



11 ‘2 DEUXIÈME PARTIE, 

par conséquent les tangentes ta, tfi, menées à la trace 
horizontale du cylindre, seront les traces horizontales 
des plans tangents, et les droites ad, fid en seront les 
traces verticales. 

Remarque . Pour avoir des vérifications, on a mené 
par le point donné des parallèles aux traces horizon- 
tales ta et tfl : les points r 1 et J, où ces parallèles percent 
le plan vertical, doivent se trouver sur les traces verti- 
cales ad et $d. Les génératrices suivant lesquelles les 
deux plans touchent le cylindre fournissent aussi des véri- 
fications. L’une d’elles, qui a pour projections ip et i'jl, 
rencontre le plan vertical en //; et l’autre qui a pour . 
projections kq et d<j, les rencontre en rj. Or, il est évi- 
dent que la trace ad doit passer au point //, et la trace fid 
au point ej. 

78. Problème III. Mener à un cylindre un plan 
tangent parallèle à une droite donnée. 

Un plan tangent parallèle à une droite donnée doit 
contenir une génératrice du cylindre et une parallèle à 
la droite donnée; donc, si on mène par un point de 
cette droite une parallèle aux génératrices, le plau tan- 
gent sera parallèle au plan déterminé par ces deux 
droites. En conséquence, on construira les traces de 
ce dernier plan ; on mènera , parallèlement à sa trace 
horizontale , des tangentes à la trace horizontale du cy- 
lindre; et ces tangentes seront les traces horizontales 
des plans tangents qui satisfont au problème. Quant 
aux traces verticales, elles sont faciles à construire, 
puisqu’on connaît les points où elles coupent la ligne 
de terre, et une droite à laquelle elles sont parallèles. 
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Dans la fig. III, le point [ 0 , d j, pris sur la droite 
donnée, est celui par lecpiel on a mené une parallèle 
aux génératrices du cylindre; et les traces du plan pas- 
sant par ces deux lignes sont yr et yiA Parallèlement à 
la trace horizontale ye, on a mené les tangentes r« et 
et jjîj parallèlement à la trace verticale yd, on a mené 
les droites ad et |3y ; les plans rad, .fjiy' sont les plans 
tangents cherchés. 

Comme vérification, on remarquera que les généra- 
trices \ip, i'p'\ et \kq, R<j\ doivent l’cncontrer le plan 
vertical sur les traces ad et (3/. 

79. Problème IV. Connaissant la trace horizon- 
tale d’un cône et les projections du sommet , trouver 
le plan tangent en un point donné sur la surface. 

La marche à suivre est la meme que pour le cylindre. 
Soient acd ( (îg. IV) la hase ou trace horizontale du 
cône, et o , o 1 , les projections du sommet. Pour avoir 
les limites entre lesquelles se projettent toutes les géné- 
ratrices de la surface, on mène dans le plan horizon- 
tal les tangentes oa et ob , puis après avoir mené aussi 
les tangentes cd, dd 1 , perpendiculaires à xjr, on tire, 
dans le plan vertical , les droites dd, dd 1 . 

Commençons par déterminer les points de la surface 
qui correspondent à une projection donnée, par exem- 
ple, à la projection verticale m!. Menons la droite dm 1 
qui coupe ,rr en d, et élevons de perpendiculaire à xy\ 
les droites dd et de sont les traces d’un plan qui est 
perpendiculaire au plan vertical, qui contient les points 
cherchés, et qui passe au sommet du cône. Ce plan ne 
peut rencontrer le cône que suivant des génératrices; 

8 
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et comme sa trace horizontale de rencontre la base ncd 
aux points e et f, il est évident que les projections ho- 
rizontales de ces génératrices sont oe et of. 11 est facile 
alors de trouver les projections horizontales metn des 
points cherchés. 

Supposons qu’on veuille avoir le plan tangent au 
point [m, ///]. On remarquera que ce plan doit conte- 
nir la génératrice [oe, dd], et être tangent au cône 
dans toute l’étendue de cette ligne (56). Donc, si on 
mène la tangente ta au point e, et si ensuite on joint 
le point a au point //, où la génératrice perce le plan 
vertical , les traces du plan tangent seront ta et ajl . 

lie/na/rjues. Les observations à faire ici sont les 
mêmes qu’à l’égard du cylindre. D’abol d, si d’un point 
quelconque de la génératrice \oe , dd] , du sommet, par 
exemple, on mène une parallèle à la trace ea, le point d, 
où elle perce le plan vertical , doit être sur la trace ajJ . 
Ensuite, si on construit le plan tangent au point [//, ni\ } 
son intersection avec le premier devra passer au som- 
met du cône, et par suite les projections tu et dd de 
cette intersection devront passer, l’une au point o, et 
l’autre au point d . 

Pour avoir les points d’un cône qui répondent à une 
projection donnée , ou , ce qui est la même chose, pour 
trouver les intersections d’un cône avec une droite per- 
pendiculaire à 1 un des plans de projection , nous avons 
employé plus haut une construction qu’on peut appliquer 
à une droite quelconque. C’est-à-dire que par cette droite 
et par le sommet on fait passer un plan qui coupe le cône 
suivant une ou plusieurs génératrices, et qu’on prend les 
intersections de ces génératrices avec la droite donnée. 
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80. Problème V. Mener un plan tangent à un 
cône par un point extérieur. 

Tout plan tangent «à un cône passe par le sommet, 
et a pour trace horizontale une tangente à la base. En 
conséquence , on joindra le point donné avec le som- 
met par une droite , puis on mènera , du point où cette 
droite perce le plan horizontal, des tangentes à la base 
du cône ; et ces tangentes seront les traces horizontales 
des plans tangents demandés. Pour avoir leurs traces 
verticales , il n’y a qu’à unir la trace verticale de la 
même droite avec les points où les tangentes à la base 
rencontrent la ligne de terre. 

Sur l’épure (fig. V) les projections du sommet sont o,c/; 
celles du point donné sont ni, ni ; celles de la droite 
qui passe par ces deux points sont oni, d ni ; les traces 
de cette droite sont t et et enfin les plans tangents 
sont ta.il, tfiii. 

Pour vérification , on a cherché les traces verticales, 
ji et (j , des génératrices de contact , et aussi les traces 
verticales, é et /, des parallèles, menées par le point 
donné, aux traces horizontales des deux plans tangents. 

81. Problème VI. Mener un plan tangent à un 
cône, parallèlement à une droite donnée. 

Le plan tangent, devant passer par le sommet du 
cône et être parallèle à une droite donnée , contient la 
parallèle menée à cette droite par le sommet. Ce peu 
de mots suffisent pour montrer qu’après avoir tracé les 
projections ot , dé, de cette parallèle , les constructions 
à effectuer sont exactement les mêmes que dans le pro- 
blème précédent. Elles sont représentées sur l’épure VI. 
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Problèmes sur les plans tangents aux surfaces de révolution. 

82. Problème VII. Etant donnés V a ve et le méri- 
dien f l'une surface de révolution , mener le plan tan- 
gent à un point de la surface. 

Dans cette question et clans les suivantes, j’adopterai 
pour les données les dispositions que je vais faire con- 
naître. 

Pour plus de simplicité, je prendrai l’axe de révolu- 
tion parallèle au plan vertical (fig. VII) : alors sa pro- 
jection horizontale est un point unicjue a , et sa projec- 
tion verticale ad' est perpendiculaire à x y. Concevons 
qu’un plan parallèle au plan vertical soit conduit par 
l’axe, il coupera la surface suivant un méridien qui se 
projette en vraie grandeur sur le plan vertical : c’est la 
courbe n'Uri", que nous supposons connue. La projec- 
tion horizontale de cette courbe se confond avec la trace 
horizontale du plan qui la contient : cette trace est 
la droite uc, parallèle à xy et passant au point a. Sur 
la figure , la courbe n'Un" est une ellipse , et le cercle 
décrit du centre a , avec le rayon ab, est la projection 
horizontale du parallèle décrit par le petit axe. 

Il faut d’abord expliquer, ainsi qu’on l’a fait pour les 
cylindres et les cônes, comment on détermine les points 
de la surface, qui ont pour projection un point donné 
du plan horizontal ou du plan vertical. Soit m cette 
projection, que nous prenons sur le plan horizontal : 
il est évident que le plan vertical qui a pour trace la 
droite //’, menée par les points a et m , coupe la sur- 
face suivant un méridien égal à n'/Jn!'; et que les points de 
la surface, projetés en m, appartiennent à ce méridien. 
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Pour les déterminer facilement, faisons tourner le plan 
de cette courbe autour de l'axe jusqu’à ce qu’il soit pa- 
rallèle au plan vertical. Alors la courbe sera projetée 
sur n'bri', la trace tr se confondra avec uv, le point ni, 
après avoir décrit un arc de cercle autour du centre a , 
sera placé en n sur uv, et par suite les intersections 
n'el n " de la courbe rit/ri' avec la ligne de projection mi, 
seront les projections verticales des points cherchés, 
considérés dans leurs nouvelles positions. Mais pendant 
la rotation , ces points sont restés à la même hauteur 
au-dessus du plan horizontal ; donc leurs véritables pro- 
jections doivent être sur les horizontales ni ni, n "ni"; 
donc enfin elles sont aux intersections ni et ni' de ces 
horizontales avec la ligne de projection nirri*. 

Actuellement proposons-nous de trouver le plan tan- 
gent au point \rn, ni\. 11 doit contenir les deux tan- 
gentes menées en ce point, l’une au parallèle, l’autre 
au méridien; et par là il est facile à déterminer. La 
première tangente est horizontale; elle a pour projec- 
tions les droites rn'ji et mp, dont l’une est parallèle 
à xj, et l’autre perpendiculaire a crm; et elle rencontre 
le plan vertical en p' . De là on conclut que la trace ho- 
rizontale du plan tangent est parallèle à rnp , et que sa 
trace verticale passe au point jJ . 

Pour avoir la tangente au méridien du point de con- 
tact, on mène d’abord la tangente rlc/ à la courbe it'Uri". 
Les droites iu>, rie/' sont les projections de la tangente 

* Si, an lieu île la projection horizontale ni , on eût pris pour 
donnée la projection verticale ni', la construction eût été encore 
plus simple : car alors on connaît sur-le-champ le parallèle qui 
contient les points correspondants de la surface. 
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au point [» , n'] du méridien an *; et cette tangente 
rencontre le plan horizontal au point q . Or, quand on 
revient du méridien an au méridien am, le point q dé- 
crit un arc de cercle autour du centre a et vient se 
placer en /•; donc le point r est le pied de la tangente 
menée par le point [/«, au méridien de ce point; donc 
la trace horizontale du plan tangent passe en r. On a vu 
plus haut qu’elle doit être parallèle à mp, et que la 
trace verticale doit passer en )J ; donc, en menant la 
parallèle rot. à mp et en tirant a/V, le plan tangent 
sera raj /. • 

Remarques. Il n’a pas été nécessaire de chercher les 
projections de la dernière tangente; mais il est facile de 
les avoir. En effet, lorsqu’on revient au méridien am, 
comme la tangente au point \n, n '] rencontre toujours 
l’axe de révolution au même point, la projection verti- 
cale de cette tangente doit toujours passer au même 
point d de la ligne dd' ; donc, en tirant une droite 
par les points rd et d , les lignes am et d/d seront les 
projections de la seconde tangente. On peut employer 
ces projections pour déterminer les traces de cette tan- 
gente, lesquelles devront être sur les traces du plan 
tangent rvqJ et pourront servir à les vérifier. 

Que si on demande le plan tangent au point [/», ml'], 
il y aura à faire des constructions analogues. Après les 
avoir effectuées , on remarquera que les deux tangentes 
au méridien am doivent se couper à la même hauteur 
que les tangentes aux points n'et d' de la courbe dUd', 


* Par le méridien an , il faut entendre celui qui est situé dans 
le plan vertical élevé suivant an. 
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et que par suite les plans tangents eux-mêmes se cou- 
pent suivant une horizontale située à cette hauteur. 
Ainsi on aurait encore ces vérifications : que l’intersec- 
tion des tangentes en n! et n", celle des projections 
verticales des tangentes au méridien ani, et celle des 
traces verticales des plans tangents, sont trois points 
situés sur une même parallèle à xy. 

85. Problème VIII. Mener à une surface de ré- 
volution un plan tangent parallèle à un plan donné. 

Tout plan tangent à une surface de révolution doit 
être perpendiculaire au plan du méridien qui passe au 
point de contact (59), et contenir la tangente menée 
. par ce point à ce même méridien. Or, le plan tangent 
demandé doit être parallèle à un plan donné; donc, si 
on conduit par l’axe de révolution un plan perpendi- 
culaire au plan donné, il coupera la surface suivant le 
méridien sur lequel est situé le point de contact , et en 
même temps il coupera le plan donné suivant une droite 
à laquelle doit être parallèle la tangente au méridien. 
De là résulte la solution du problème proposé. D’abord, 
par l’axe de révolution et perpendiculairement au plan 
donné, on conduit un plan qui coupe le plan donné 
suivant une droite , et la surface suivant un méridien : 
ensuite , on mène à ce méridien des tangentes paral- 
lèles à cette droite ; puis enfin , on mène par ces tan- 
gentes des plans perpendiculaires au plan méridien, 
lesquels seront les plans tangents cherches. 

Les données relatives à la surface étant disposées 
comme dans le problème VII , supposons que le plan 
donné soit bnU (fig. VIII). La perpendiculaire oc, 
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abaissée sur In, est la trace du plan méridien qui con- 
tient les points de contact. Ce plan coupe le plan bal) 
suivant une droite qui passe en c, et dont je vais cher- 
cher un second point. A cet effet, par un point quel- 
conque \d, tl'\ appartenant à la trace a U, j’imagine une 
parallèle \de , (l'd J à la trace ln\ et l’intersection e de ac 
avec de, est la projection horizontale d’un second point 
de la droite dont il s’agit. Si alors on fait tourner le 
plan méridien ac autour de l’axe, pour le rendre pa- 
rallèle au plan vertical , il sera facile d’avoir les posi- 
tions f et g que viennent prendre les points ce te; et 
par suite la projection verticale, fg 1 , de la droite dans 
sa nouvelle position. 

Concevons qu’avant la rotation on ait mené , paral- 
lèlement à cette droite , des tangentes au méridien situé 
dans le plan ac. Pour avoir leurs projections verticales 
après le déplacement du plan ac , il suffît de mener à 
la courbe HdR , donnée dans le plan vertical , les tan- 
gentes Ri' , RI', parallèles à fg 1 . Quant à leurs projec- 
tions horizontales elles sont alors sur m> ; et leurs traces 
horizontales sont aussi sur iu> en i et l. Lorsqu’on remet 
le méridien et les tangentes dans leur vraie position , 
ces points se placent sur ac en p et q : or, les plans 
tangents demandés doivent contenir les tangentes dont 
les traces horizontales sont p et q , et de plus ils doivent 
être parallèles au plan bal) \ donc, si on tire y>(3, qy, 
parallèles à ba, et ensuite (3//, yrf parallèles à ai) , les 
plans tangents seront p$cj , qy (j . 

Quant aux points de contact , on remarquera qu’après 
la rotation leurs projections verticales H, R sont con- 
nues ; et de là il est facile de revenir aux vraies pro- 
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jections de ces points, lesquelles sont m et //?', né t ri. 
Alors on peut avoir des vérifications en menant, par 
ces points, des horizontales parallèles à btx, lesquelles 
doivent percer le plan vertical en des points H et /, 
placés sur les traces j3// et . 

84. Problème IX. Par un. point donne hors d’une 
surface de révolution , mener un plan tangent à cette 
surface île manière que le contact ait lieu sur un pa- 
rallèle donné. 

Le moyen de solution consiste à remplacer la surface 
de révolution par une autre surface qui la touche dans 
tous les points du parallèle donné , et pour laquelle le 
problème soit facile à résoudre. Pour remplir ces con- 
ditions, on peut choisir un cône ou une sphère, ce qui 
donne lieu à deux solutions. 

Première solution (fig. IX). Imaginons qu’une tan- 
gente soit menée à un méridien par un point du paral- 
lèle donné , et qu’elle tourne en même temps que ce 
méridien autour de l’axe de révolution. Il est évident 
qu’elle engendre un cône droit qui contient le paral- 
lèle donné : or, je dis qu’en chaque point de ce paral- 
lèle le plan tangent est le même pour le cône que pour 
la surface donnée. En effet , pour qulun plan passant 
par un point du parallèle soit tangent au cône , il doit 
contenir la tangente à ce parallèle et une génératrice du 
cône : or, pour être tangent à la surface donnée, il 
doit contenir la tangente au même parallèle , et la tan- 
gente au méridien , laquelle n’est autre que la généra- 
trice du cône ; donc les deux plans tangents n’en font 
qu’un seul. Ainsi, il ne s’agit que de mener un plan tan- 
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gent au cône par le point donné, et ce problème est 

déjà connu ( 80 ). 

Mais , dans la solution exposée au numéro cité , on se 
sert de la droite qui passe par le sommet du cône et 
par le point donné , et comme il peut arriver que ce 
sommet soit fort éloigné sur Taxe , il sera bon d’ap- 
prendre à s’en passer. C’est ce qu’on fera en remar- 
quant que le plan horizontal mené par le point donné 
rencontre le cône suivant un cercle , et ses plans tan- 
gents suivant des tangentes à ce cercle : de sorte qu’en 
menant par le point donné deux tangentes à ce cercle , 
et ensuite un plan par chacune de ces tangentes et par 
la génératrice correspondante du cône , on aura les 
deux plans tangents qui satisfont à l’énoncé. Les con- 
structions à effectuer sont maintenant faciles à suivre. 

Soient d et (P les projections du point donné, et bmc , 
Ué, celles du parallèle donné. Je mène la tangente dé , 
qui est la projection verticale de la génératrice du cône 
auxiliaire, et l’horizontale d'é, qui est la trace verticale 
du plan horizontal passant par le point donné. Je déter- 
mine les projections e, é , du point où la génératrice 
rencontre ce plan; je décris un cercle avec le rayon ae, 
et je lui mène les tangentes dg et dh , ou plutôt , sur ad , 
comme diamètre, je trace un cercle, lequel coupe le 
premier aux points de contact g et A, dont on a besoin. 
Ces points sont en effet les projections horizontales de 
deux points appartenant aux génératrices de contact des 
plans tangents avec le cône ; et par suite les projections 
horizontales de ces génératrices sont les droites ag et ah. 
Il est visible alors que les intersections m et n, de ces 
droites avec la projection bmc du parallèle donné , sont 
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les projections horizontales des points de contact de la 
surface donnée avec les plans tangents demandés. Em- 
suite on trouve facilement les projections verticales //<* 
et n! do ces points. 

Revenons à la détermination des plans tangents. La 
trace horizontale de la tangente projetée en lié est p, et, 
pendant que cette tangente engendre le cône , le point p 
décrit autour du centre a un cercle qui coupe ag en q, 
et ah en r : d’où je conclus que les points q et r sont les 
traces horizontales des génératrices suivant lesquelles les 
plans tangents touchent le cône auxiliaire. D’ailleurs, ces 
plans tangents doivent contenir les tangentes horizon- 
tales projetées en dg et dJi. En conséquence, on con- 
struira les traces verticales i' et U de ces tangentes, on 
mènera les lignes qct et r(l respectivement parallèles à ces 
tangentes, puis on tirera les droites ou' et ^k 1 ; et alors 
les plans tangents demandés seront qxi' et rfik! *. 

8o. Seconde solution (fig. IX). Au lieu d’un cône, 
on peut se servir d’une sphère qui , en chaque point du 
parallèle donné, ait même plan tangent que la surface. 
Pour remplir cette condition , on mène par un point 
de ce parallèle la tangente et la normale au méridien qui 
passe en ce point; et la portion de la normale comprise 

* Les constructions qu’on vient d'expliquer peuvent encore 
être présentées d’une manière fort simple comme il suit. Menez 
en un point quelconque du parallèle donné un plan tangent à la 
surface de révolution; faites tourner, autour de l’axe, le méri- 
dien auquel ce plan est perpendiculaire , et imaginez, qu’il em- 
porte avec lui le plan tangent. 11 sera facile de trouver la position 
de ce dernier plan dans laquelle il passe au point donné , et alors 
le problème sera résolu. 
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entre Taxe et la surface , sera le rayon de la sphère auxi- 
liaire. 11 est clair, eu effet, que si on fait tourner en 
même temps le cercle et le méridien autour de l’axe, le 
point qui leur est commun décrit le parallèle donné, et 
qu’en chaque point de ce parallèle ils ont une tangente 
commune : or, le plan tangent à chaque surface doit 
contenir cette tangente, et aussi la tangente au paral- 
lèle : donc il est le même pour les deux surfaces. La 
question est donc réduite à mener par le point donné 
un plan qui touche la sphère sur le parallèle donné. 

Menons une droite du centre de la sphère au point 
donné; par cette droite conduisons un plan qui coupe 
la sphère suivant un grand cercle; du point donné me- 
nons des tangentes à ce cercle; et enfin, concevons que 
ce cercle et les deux tangentes tournent autour de la 
droite qui joint le centre au point donné. Il est clair que 
les points de contact décrivent un cercle dont le plan est 
perpendiculaire à celte droite, et sur lequel se trouvent 
les points de contact de tous les plans tangents qu’on peut 
mener à la sphère par le point donné ; donc les points oii 
ce plan rencontre le parallèle donné sont les points de 
contact des plans tangents cherchés. Ces points une fois 
connus , les plans tangents sont faciles à déterminer. 

Supposons ([lie le cercle générateur de la sphère auxi- 
liaire soit trace dans le méridien bc. Pour avoir sa pro- 
jection verticale, il suffit de mener la normale Ud et 
de décrire un cercle du centre d avec le rayon dU . Ixt 
plan vertical élevé par la droite ad contient le point 
donné [(/,(/'] et un grand cercle de la sphère; et, si de 
ce point on mène deux tangentes à ce cercle, le plan 
conduit par les deux points de contact , perpendiculai- 
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rement au plan des tangentes, est celui qui, par son 
intersection avec le parallèle donné, détermine les points 
de contact dont il faut trouver les projections. Pour y 
parvenir, faisons tourner le plan des tangentes autour 
de l’axe, afin de ramener à être parallèle au plan ver- 
tical. Alors le cercle dd est la projection verticale du 
grand cercle; on obtient celles du point donné \jl,dT\, 
dans sa nouvelle position, en décrivant l’arc dd , en 
menant l’horizontale dS, et en élevant la perpendicu- 
laire âS à xjr\ enfin, les projections des tangentes se- 
ront les droites S'il et Si", tangentes au cercle dû . 

Si le point donné avait réellement pour projections 
les points à et S, il est clair que le plan conduit par la 
corde lll", perpendiculairement au plan vertical de pro- 
jection , serait celui dont il faut prendre les intersections 
avec le parallèle donné. Il est clair aussi que ces inter- 
sections seraient projetées verticalement à la rencontre s 
de lll" avec dd, et horizontalement aux points de ren- 
contre [j i et v , de la circonférence ab avec la ligne de 
projection pé : de sorte que les points cherchés seraient 
projetés, l’un en p et é, l'autre en v et s 1 . Il ne s’agit 
donc plus que de trouver ce que deviennent ces points 
quand on ramène le plan des tangentes à sa véritable 
position. Or, dans ce mouvement rétrograde, la droite 
qui unit ces points ne cesse pas d’être dans le parallèle 
donné, et d’être coupée perpendiculairement en son 
milieu par le plan des tangentes ; donc la projection ho- 
rizontale de cette droite s’obtient en menant la corde n/n 
perpendiculaire à ad, et à la même distance du centre 
que wj . De cette manière, on a les projections horizon- 
tales m et n des points de contact de la surface avec 
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les plans cherchés , et on en conclut ensuite les projec- 
tions verticales ni et ri . 

Puisque les points de contact sont connus , la déter- 
mination des plans tangents rentre dans une question 
déjà résoluc(82). Mais comme ces plans doivent être tan- 
gents à la sphère , on peut encore les déterminer en me- 
nant par le point [e/, o? f ] deux plans respectivement per- 
pendiculaires aux rayons [ am,dni ] et [an,dnT\. Ces 
constructions sont suffisamment indiquées par la figure. 

86. Problème X. Par un point donné hors d’une 
surface de révolution , mener un plan qui soit tangent 
à cette surface sur un méridien donné. 

Imaginons un cylindre engendré par une droite qui 
se meut sur le méridien donné , en restant toujours per- 
pendiculaire au plan de ce méridien. En chaque point 
du méridien , le plan tangent est le même pour les deux 
surfaces. En effet, le plan tangent à la surface donnée 
contient la tangente au méridien et la tangentè à un 
parallèle ; le plan tangent au cylindre contient une gé- 
nératrice de ce cylindre , et aussi la tangente au méri- 
dien : or la génératrice , étant perpendiculaire au plan 
du méridien , n’est autre chose que la tangente au pa- 
rallèle; donc les deux plans tangents n’en font qu’un. 
Ainsi, il ne s’agit que de conduire par le point donné 
des plans tangents au cylindre (77). En conséquence, 
on mènera par ce point une parallèle aux génératrices 
du cylindre ; du point où elle rencontre le plan du méri- 
dien, on mènera des tangentes à ce méridien ; puis on fera 
passer des plans par cette parallèle et par chacune des tan- 
gentes. Ces plans seront les plans tangents cherchés. 
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Soient d et d ' (fig. X) les projections du point donné, 
et aq la trace du plan vertical qui renferme le méridien 
donné. Les génératrices du cylindre auxiliaire devant 
être perpendiculaires à ce plan, les projections de la 
parallèle menée à ces génératrices par le point donné 
seront les lignes dge t d'g', l’une perpendiculaire à aq, 
et l’autre parallèle à xy. Le point g est la projection 
horizontale du point où cette parallèle rencontre le 
plan du méridien , et par lequel on doit mener des tan- 
gentes à ce méridien. 

Faisons tourner ce plan autour de l’axe de révolution 
pour le rendre parallèle au plan vertical. Dans ce mou- 
vement , le point g se porte en <?; et comme le point d’où 
partent les tangentes ne change pas de hauteur, sa pro- 
jection verticale sera en d, à la rencontre de d'g' avec 
la ligne de projection ed . Par suite , les projections ver- 
ticales des tangentes seront les tangentes dV et dd ; et 
celles des points de contact seront 11 et d, d’où l’on con- 
clut les projections horizontales b et c. Il faut mainte- 
nant ramener le méridien à sa position primitive; et 
comme les points de contact décrivent des arcs horizon- 
taux , il n’v a aucune difficulté à obtenir les projections 
qui répondent à la véritable situation de ces points. 
Celles du premier sont m et ni, et celles du second 
sont n et ri. Quant aux plans tangents, leur détermi- 
nation est également facile, puisqu’on connaît les points 
de contact : c’est le problème VII (82). 

87. Problème XI. Mener parallèlement à une 
droite donnde , un plan qui soit tangent à une surface 
de révolution sur un parallèle donne. 
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Ici, comme dans le problème IX (84), on remplace ' 
la surface de révolution par un cône ou par une sphère , 
qui ait les mêmes plans tangents que cette surface dans 
tous les points du parallèle donné. 

Première solution (tig. XI). Soit dé la projection 
verticale du parallèle donné. La tangente (F/J sera la 
projection verticale de la génératrice d’un cône droit 
qui a même axe que la surface , et qui a avec elle les 
mêmes plans tangents dans toute l’étendue du paral- 
lèle dé. Ainsi , la question est réduite à mener des 
plans tangents à ce cône parallèlement à la droite don- 
née; et, suivant ce qui a été dit n° 81 , on y parvient 
en menant d’abord par le sommet du cône une paral- 
lèle à la droite donnée , et ensuite , par la trace hori- 
zontale de cette parallèle , des tangentes à la trace ho- 
rizontale du cône. Mais le sommet du cône pouvant 
être fort éloigné , on obvie à cet inconvénient en fai- 
sant glisser le cône, sans le faire tourner, de façon que 
son sommet aille se placer en tel point de l’axe qu’on 
jugera commode. Après ce déplacement , les plans tan- 
gents sont encore parallèles à la droite donnée, et les 
génératrices de contact ont les mêmes projections ho- 
rizontales : or , il suffit de connaître ces projections 
pour que le problème soit résolu. 

Plaçons le sommet du cône, au point \n , r/j. Si on 
mène les droites af, df, respectivement parallèles «à xy 
et à d/F, on aura les projections de la génératrice; et 
si ensuite on construit la trace horizontale f de cette 
génératrice , la base du cône sera le cercle décrit du 
centre a avec le rayon af. Soient bc et Ué les projec- 
tions de la di'oite donnée , ut et dt' celles de la paral- 
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lèle menée par le sommet du cône , et t la trace hori- 
zontale de cette parallèle. On mènera les tangentes tg 
et th , ou plutôt on décrira sur le diamètre at un cer- 
cle qui rencontre la base du cône en g et h ; puis on 
tirera les droites ng et ah : ces droites seront les pro- 
jections horizontales des génératrices suivant lesquelles 
le cône est touché par les plans tangents parallèles à la 
droite donnée. D’après ce qui a été expliqué plus haut, 
ces projections contiennent celles des points «le contact 
qui sont à déterminer sur le parallèle donné. Or , ce. 
parallèle a pour projection horizontale le cercle ««/; 
donc les intersections rn et n sont les projections hori- 
zontales des points «le contact cherchés , et on en con- 
clut sur-le-champ les projections verticales ni et ri. 

Il n’y a plus qu’à déterminer les plans tangents en 
« es deux points. En suivant les constructions du pro- 
blème YII (82), on trouve les plans qui' et rfi/i. Toute- 
fois on pourrait aussi employer, pour trouver les traces 
de ces plans , les parallèles à la droite donnée menées 
par les points de contact : car ces parallèles doivent 
être respectivement, l’une dans le premier plan, et 
l’autre dans le second. 

88. Deuxième solution (fig. XI). Avec la normale dd' 
on décrit un cercle , qui sera la projection d’un cercle 
situé dans le plan vertical uv , et dont la rotation au- 
tour de l’axe produira une sphère tangente à la sur- 
face donnée , dans toute l’étendue du parallèle d'd. 
Concevons qu’on ait mené à cette sphère tous les plans 
tangents qui peuvent être parallèles à la droite donnée, 
il est clair que le lieu de tous les points de contact sera 
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un grand cercle perpendiculaire à cette droite , et que 
par conséquent les points communs à ce grand cercle 
et au parallèle donné seront les points de contact de la 
surface de révolution avec les plans tangents demandés. 

Pour déterminer plus commodément ces points com- 
muns , imaginons par un point quelconque de l’axe 
une parallèle à la droite donnée, et soient at et dé les 
projections de cette parallèle. Faisons-la tourner autour 
de l’axe pour l’amener à être parallèle au plan vertical , 
de manière que ses projections deviennent aO et dé. 
Alors le grand cercle dont le plan est perpendiculaire à 
la droite donnée vient se projeter suivant le diamètre )!)! f 
perpendiculaire à dé, et les points qui lui sont communs 
avec le parallèle d’d sont projetés verticalement en é, 
et horizontalement en p et v. En remettant aO dans la 
position at , la corde pv prendra la position /un, per- 
pendiculaire à at et à la même distance du centre a; 
donc les points cherchés, placés dans leur véritable si- 
tuation, ont leurs projections horizontales en m et n , 
d’où résultent ensuite les projections verticales /de t d. 

Dans cette seconde solution, les plans tangents peu- 
vent se déterminer par la condition de passer aux points 
de contact, et d’être perpendiculaires aux rayons menés 
de ces points au centre de la sphère. 

89. Problème XII. Menez • à une surface de révo- 
lution un plan tangent qui soit parallèle à une droite 
donnée, et dont le contact soit sur un méridien donné. 

Ici encore , comme dans le problème X , on substitue 
à la surface de révolution un cylindre perpendiculaire 
au plan du méridien donné , et ayant pour base ce mé- 
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ridien ; puis on cherche les plans tangents à ce cylindre 
parallèles à la droite donnée. En conséquence, et d’a- 
près ce qui a été vu n° 78, on mènera par un point de 
la droite une parallèle aux génératrices du cylindre, 
c’est-à-dire une perpendiculaire au plan du méridien ; 
par cette parallèle et par la droite donnée, on conduira 
un plan, dont on déterminera lintersection avec le plan 
du méridien ; puis , au méridien , on mènera des tan- 
gentes parallèles à cette intersection : les points de con- 
tact de ces tangentes sont ceux des plans tangents de- 
mandés. Il est clair, en effet, que les plans élevés suivant 
ces tangentes, perpendiculairement au plan méridien, 
satisfont aux conditions de l’énoncé. 

La droite donnée a pour projections bc, #</(fig. XII), 
mais il est évident qu’on peut la remplacer par une 
droite \at , aV'] qui lui est parallèle et qui passe par un 
point de l’axe. Soient /la trace horizontale de cette pa- 
rallèle, et td une perpendiculaire à la trace horizon- 
tale aq du plan méridien donné , dans lequel l’énoncé 
exige que se trouvent les points de contact. La droite 
qui , dans l’espace , joint le point d au point [a,d] est 
celle à laquelle doivent être parallèles les tangentes qu’il 
faut mener à ce méridien; et pour cela nous ferons en- 
core tourner ce plan autour de l’axe, afin de le rendre 
parallèle au plan vertical. Alors le point d vient en e , et 
par suite la droite dont d s’agit vient se projeter en dd\ 
donc , si on mène les tangentes fjJ, g’d, parallèles 
à dé, puis les droites f'f, g g, perpendiculaires à xj, 
les projections des points de contact seront / et f, getij. 
Mais il faut établir ces points dans leur vraie situation : 
à cet effet , il faut porter sur aq les projections horizon- 
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taies f et g au moyen des arcs de cercle frn et gn , puis 
élever sur xy les perpendiculaires mm' et nri qu’on ter- 
mine aux horizontales fnl et fri. 

On trouve ainsi les projections m et tri, n et des 
points de contact. Ensuite , les plans tangents qui' et s$Ü 
se déterminent facilement au moyen des tangentes f'p' 
et fé, comme dans le problème VII (82). 

90. Problème XIII. Déterminer les projections de 
la courlre formée par les points de contact d’une sur- 
face de révolution avec les différents plans tangents 
qu’on peut mener à cette surface par un point exté- 
rieur : ou , en (Vautres termes , trouver la courbe de 
contact d’une surface de révolution avec un cène cir- 
conscrit dont le sommet est donné. 

Considérez une suite de parallèles ou de méridiens, et, 
au moyen des problèmes IX et X, cherchez les points de 
contact des plans qui passent par le sommet donné, et qui 
touchent la surface sur ces parallèles ou sur ces méridiens. 
Tous les points de contact appartiendront à la courbe de- 
mandée ; et comme on peut les multiplier autant qu’on 
veut, cette courbe doit être regardée comme déterminée. 

Dans la fig. XIII , les projections du sommet donné 
sont d et d', et pour trouver les points de contact [m,m ' ] 
et [«,«'], situés sur le parallèle lié, on y a rapporté la 
construction exposée n° 84. Mais on y a détaillé aussi 
celle de plusieurs points remarquables dont la connais- 
sance facilite le tracé des projections de la courbe. Nos 
explications seront accommodées au cas où le méridien 
est une ellipse, mais il sera facile de les modifier dans 
les autres cas. 
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1 ° Pour avoir les points situés sur X Equateur , on 
remarquera que la tangente menée au méridien par un 
point de ce cercle est verticale, et qu’elle décrit, en 
tournant autour de l’axe , non un cône , mais un cylin- 
dre. De là il résulte qu’en menant les tangentes dj, dg, 
à la projection de l’équateur, et ensuite les perpendi- 
culaires ff, gg‘ , à la ligne de terre, les points dont il 
s’agit seront ceux dont les projections sont^et f, g et g 1 . 
Il est d'ailleurs évident à posteriori que les plans ver- 
ticaux élevés sur df et sur dg réunissent à la condition 
de passer par le sommet \d,d '\ , celle d’être tangents à 
la surface , l’un au point et l’autre au point : 

car chacun d’eux contient une tangente à l’équateur et 
une tangente au méridien. 

2° Dans le plan vertical menez les tangentes d'h ', d'i', 
puis les lignes de projection Hh , i'i : les points [//, /l\ 
et [/,/'] appartiendront à la courbe des contacts. En 
effet , si on veut connaître les points de cette courbe 
situés sur les parallèles qui passent aux points ci-dessus, 
et si on emploie la même construction (84) que pour 
le parallèle Ud , il est facile de voir qu’on trouve ces 
deux points eux-mêmes. Et d’ailleurs on aperçoit sur- 
le-champ que les plans perpendiculaires au plan ver- 
tical, conduits suivant les droites d'U et d'i 1 , sont tan- 
gents à la surface en ces points , et qu’ils passent au 
sommet donné \tl, d']. 

3° Le plan méridien élevé sur du contient le sommet 
donné et partage la courbe des contacts en deux parties 
symétriques. Si on veut avoir les points de cette courbe 
qui sont dans ce plan, il suffit de mener, par le sommet 
donné , des tangentes au méridien qui y est contenu : 
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car les plans conduits suivant ces tangentes, perpendi- 
culairement au plan de ce méridien , sont évidemment 
tangents à la surface. Pour mener les tangentes dont 
il s’agit , on fera tourner ce plan autour de l’axe , afin 
de le rendre parallèle au plan vertical. Supposons que 
les projections du sommet donné deviennent alors 0 ,8' : 
on mènera les tangentes SK, S/'; au moyen des points H 
et on déterminera les points k et /, qu’on ramènera, 
par des arcs de cercle , en p et q sur la ligne da ; puis , on 
tirera les lignes de projection pfJ et qcj , qu’on terminera 
aux horizontales h 1 ]/ et l'(j . On aura ainsi les projec- 
tions p et //, q et cj , des points de contact cherchés. 

Ces derniers points offrent des particularités sur les- 
quelles je dois insister : c’est que l’un est le point le plus 
liaut de la courbe de contact , et l’autre , le point le 
plus bas. Pour le démontrer, imaginons qu’on veuille 
appliquer les constructions faites sur le parallèle l/d, à 
des parallèles supérieurs au point k', ou inférieurs au 
point l'. Alors la tangente l/d, menée en U, et qui passe 
en deçà du point o', serait remplacée par une tangente 
passant au delà. Par suite le cercle ae , qui par ses in- 
tersections r et s, avec le cercle décrit sur da, sert à 
déterminer les points ni et n , est lui-même remplacé par 
uu cercle qui enveloppe le cercle ad, et qui n’a plus de 
point commun avec lui. Donc, par le sommet \d,d'\, on 
ne peut mener aucun plan tangent dont le contact avec 
la surface soit au-dessus de //, ni au-dessous de <j . 

Revenons pour un moment aux points déterminés sur 
le parallèle l/d . L’horizontale passant par ces points a 
pour projection horizontale la droite mn, et devient 
tangente à la courbe des contacts lorsque les points m et// 
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se réunisseut en un seul. Ûr, ce cas arrive quand les 
points /• et s viennent se confondre avec d, ce qui exige 
que la tangente Ué aille se placer sur ou sur l'&. 
Ainsi , on revient encore aux points extrêmes jJ et (j , 
quand on cherche ceux où la tangente à la courbe de 
contact est horizontale. 

Remarque. Dans chacune des projections de la courbe 
de contact on a distingué deux parties, dont l’une est 
pleine et l’autre ponctuée , selon la région de la surface 
à laquelle elle appartient. Dans la projection horizon- 
tale, la partie pleine fpg répond à la portion de la courbe 
qui est au-dessus de l’équateur, et la partie ponctuée fqg 
à celle qui est au-dessous. Dans la projection verticale, 
la partie pleine H§fi' vient de la région antérieure au 
méridien bc , et la partie ponctuée Hfi ' vient de la ré- 
gion postérieure. 

91. Problème XIV. Trouver les projections de la 
courbe formée par les points de contact de tous les 
plans tangents menés à une surface île révolution 
parallèlement à une droite : ou, en d’autres mots , 
iléterminer la courbe de contact de cette surface avec 
un cylindre circonscrit dont les génératrices sont pa- 
rallèles à une droite donnée. 

Prenez une suite de parallèles ou de méridiens; puis , 
au moyen des constructions connues (87-89), cherchez 
sur chacun de ces parallèles ou de ces méridiens, les 
points de contact de la surface de révolution avec des 
plans tangents parallèles à la droite donnée. La ligne 
qui joint tous ces points est la courbe demandée. 

Dans l’épure XIV, les projections de la droite donnée 
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sont bc et fid , et on a appliqué au parallèle iVé les con- 
structions du n° 87. On a déterminé ainsi les projec- 
tions m et n , ni et ri, de deux points de la courbe. 

Pour obtenir les points placés sur l’équateur , on 
mène, parallèlement à bc, des tangentes à la projection 
horizontale de cet équateur : on trouve ainsi les points f 
et g, qui sont les projections horizontales de ces points , 
et dont on conclut les projections verticales f et g'. 

En menant des tangentes parallèles à Dé, on trouve 
les points // et i desquels on déduit les points h et i . 
Les points [/#,//] et [i,/'] sont ceux où la courbe de contact 
rencontre le méridien parallèle au plan vertical. 

Enfin , pour connaître les points de cette courbe , 
qui sont sur le méridien parallèle à la droite donnée, il 
suffît de mener des tangentes à ce méridien parallèles à 
la droite donnée. A cet effet, on mène par un point de 
l’axe une parallèle [ at , dt'~\ à la droite; et comme cette 
parallèle est dans le plan du méridien dont il s’agit , on 
amène ce plan à être parallèle au plan vertical , on cher- 
che la projection verticale dO’ de cette parallèle dans sa 
nouvelle position , et on mène des tangentes parallèles 
à dO'. Ces tangeutes déterminent les points fi et F, et par 
suite k et /. Alors, pour obtenir les projections des points 
cherchés, tels qu’ils sont dans leur vraie situation, on 
décrit les arcs fcp et /(/ , puis on mène les lignes de pro- 
jection pjf et (](f, qu’on termine aux horizontales fijl 
et l'(j. 

Les deux points \_p, ^/] et [ q , qu’on vient de dé- 

terminer sont, l’un , le point le plus haut, et l’autre , le 
point le plus bas de la courbe de contact. En ces points , 
les tangentes à cette courbe sont horizontales. 
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Dans la figure , on a eu soin encore de distinguer par 
la ponctuation les parties de la courbe de contact, qui 
répondent aux diverses régions de la surface. 

92 . Problème XV . Par une droite donnée, mener 
un plan tangent à une surface de révolution. 

Après les deux problèmes précédents , celui-ci ne sau- 
rait offrir de difficulté. On prend à volonté un point 
sur la droite donnée , et on détermine la courbe de con- 
tact de la surface avec le cône circonscrit qui a ce point 
pour sommet (90) : il est clair que les plans tangents à 
la surface , conduits par la droite , doivent être tangents 
à ce cône ; par conséquent les points où ils touchent la 
surface de révolution sont sur la courbe de contact. En 
prenant un second point sur la droite donnée , on déter- 
mine une seconde courbe qui contient encore ces points ; 
donc ces points sont aux intersections des deux courbes. 

On pourra , sur la droite donnée , choisir pour som- 
mets des cônes les points qu’on voudra : les constructions 
devront s’effectuer comme dans le problème XIII. On 
pourra aussi remplacer un des deux cônes par un cy- 
lindre circonscrit à la surface , et parallèle à la droite 
donnée : alors la courbe de contact se détermine par le 
problème XIV. 

Dans l’épure XV, les projections de la droite donnée 
sontèc et Bd, le point [c, cT] de cette droite est celui 
qu’on a choisi pour le sommet du cône circonscrit , et 
on a trouvé que les projections de la courbe de contact 
sont drnen , fm'g'ri. La seconde courbe est celle du 
contact d’un cylindre circonscrit parallèle à la droite : 
les projections de cette courbe sont hrnin , B ni V ri ; et , 
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afin d'éviter la confusion , on a tracé en points ronds 

toutes les constructions qui servent à les déterminer. 

On a eu aussi l’attention de distinguer par la ponc- 
tuation les parties des courbes qui appartiennent aux 
diverses régions de la surface ; et par ce moyen toute 
incertitude disparaît quand on veut reconnaître, dans 
les intersections des projections , les points qui répon- 
dent aux intersections des courbes sur la surface. Par 
exemple , le point m doit venir d’une véritable inter- 
section , parce qu’il est la rencontre des projections ho- 
rizontales de deux portions de courbe situées au-dessous 
de l’équateur. On trouve ainsi qu’il y a sur la surface 
deux points d’intersection : l’un a pour projections m 
et ni\ l’autre, n et ri. 

Le plan tangent au point [ m , /n'] estra^. Sa trace ra. 
est perpendiculaire à la droite am, et passe au point r 
où la droite donnée perce le plan horizontal; et, pour 
avoir sa trace verticale aJ, ou s’est servi de la parallèle 
[//«•, a«V] menée à ar par le point de contact. Les traces 
du second plan tangent se déterminent de la même ma- 
nière , mais la trace verticale sort des limites du cadre. 

Scolie. Le moyen de solution dont on vient de faire 
usage n’est pas le seul qu’on puisse employer. En géné- 
ral, quelle que soit la surface à laquelle on propose de 
mener un plan tangent par une droite donnée, la ques- 
tion se réduit à trouver, sur cette surface , un point par 
lequel on puisse mener deux tangentes qui rencontrent 
la droite. De là on conclut que, si l’on considère deux 
surfaces différentes, dont chacune soit engendrée par 
une droite assujettie à rencontrer toujours la droite don- 
née, et à toucher la surface proposée, les points com- 
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nntns aux deux courbes suivant lesquelles elles touchent 
cette surface seront les points de contact qu’il s’agit de 
trouver. 

Il est bien évident , d’ailleurs , que la loi suivant la- 
quelle se meut la génératrice des deux surfaces circon- 
scrites peut varier d’une infinité de manières , sans que 
cette génératrice cesse de rencontrer la droite donnée 
et d’être tangente à la surface proposée. Si on la fait 
passer toujours par un même point de cette droite, elle 
engendre un cône ; et si ce point est situé à l’infini , 
c’est un cylindre. On peut encore couper la surface pro- 
posée par une suite de plans horizontaux , et mener des 
tangentes aux sections par les points où ces plans ren- 
contrent la droite donnée, ce qui déterminerait un co- 
lloïde. En prenant des plans assujettis à une autre loi, 
on aurait d’autres surfaces. 

Ce qui vient d’être dit s’applique à une surface quel- 
conque pourvu cependant qu’elle ne soit pas dévelop- 
pable). S’il s’agit d’une surface de révolution dont l’axe 
soit vertical , les sections horizontales sont des cercles , 
auxquels il sera facile de mener des tangentes par les 
points où les plans de ces sections rencontrent la droite 
donnée ; et on a ainsi une première courbe. Pour en 
trouver une seconde on pourrait faire des sections pa- 
rallèles au plan vertical , mais il faudrait construire les 
courbes provenant de ces différentes sections , ce qui 
est peu commode. Il vaudra mieux assujettir les plans 
coupants à passer par l’axe , parce qu’ils couperont tous 
la surface suivant des méridiens : on mènera , par le 
point où chaque plan rencontre la droite donnée , des 
tangentes au méridien qu’il renferme; et la nouvelle 
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courbe de contact étant construite, ses intersections 

avec la première donneront la solution du problème. 

Plan tangent à la sphère , par une droite donnée. 

93. Problème XVI. Par une droite donnée mener 
un plan tangent à une sphère. 

Quatre solutions vont être expliquées. Pour plus de 
simplicité, on supposera que la ligne de terre passe par 
le centre de la sphère ; de sorte que les intersections de 
cette sphère par les plans de projection seront deux grands 
. cercles, lesquels, sur l’épure, sont confondus en un seul. 

Première solution (fig. XVI-1 ). La question se réduit 
à trouver les points de contact, et on y parvient au moyen 
de deux cônes, ainsi qu’il a été expliqué au commen- 
cement du n° 92 : niais on choisit, pour sommets de ces 
cônes, les traces mêmes de la droite. Imaginons, par sa 
trace horizontale , deux tangentes au grand cercle situé 
dans le plan horizontal ; puis faisons-les tourner autour 
de la droite qui unit le centre au sommet de ces tan- 
' gentes. Il est clair qu’elles décrivent un cône droit qui 
touche la sphère suivant une circonférence dont le plan 
est vertical, et dont le diamètre est la corde menée 
entre les deux points de contact. Pareillement, imagi- 
nons qu’on ait mené, par la trace verticale de la droite, 
deux tangentes au grand cercle situé dans le plan ver- 
tical , et une droite allant au centre : la rotation des tan- 
gentes autour de cette dernière droite engendre un 
autre cône ; et ce cône touche encore la sphère suivant une 
circonférence dont le plan est perpendiculaire au plan 
vertical , et qui a pour diamètre la corde menée entre 
les deux points de contact. Ces deux circonférences , 
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que je nommerai les bases des cônes , devant contenir les 
points de contact des pians tangents demandés, il faut 
déterminer leurs intersections. A cet effet, on cherchera 
d’abord la droite suivant laquelle se coupent les plans de 
ces circonférences, et ensuite les points où cette droite 
l'encontre l’une d’elles. On comprend que ces construc- 
tions exigeront qu’on ait recours à un rabattement. 

Soient ah et dti les projections de la droite donnée , 
a et ü ses traces : je mène les tangentes qui déterminent 
les cordes ed et dd' . La circonférence décrite sur cd , 
dans un plan perpendiculaire au plan horizontal , est la 
base du cône qui a son sommet en a ; et la circonfé- 
rence décrite sur dd', dans un plan perpendiculaire au 
plan vertical , est la base du cône qui a son sommet 
en U . Il est donc évident que les projections horizon- 
tales des points cherchés doivent être sur cd, et les 
projections verticales sur dd'] de sorte qu’on peut en- 
core considérer les lignes cd et dd' comme les projec- 
tions de la corde qui unit ces points dans l’espace. 

Rabattons la base du second cône sur le plan vertical ; 
pour cela il suffit de décrire la circonférence c'Mr/'N sur 
le diamètre dd'. Pour avoir la position que prend alors la 
corde dont il s’agit, je construis les points e et f, où elle 
perce les plans de projection, et je remarque qu’après le 
rabattement le point / 7 n’a pas changé, et que le point e se 
place, perpendiculairement à dd! , à une distance dE égale 
à de ; donc, en tirant une droite par les points Z 7 et E , on 
aura le rabattement de la corde. Cette droite coupe la cir- 
conférence aux points M et N, qui sont les rabat- 

tements des points cherchés : or, quand on remet cette 
circonférence dans sa vraie position , les perpcndicu- 
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laires M ni, N ri, abaissées sur d<t, deviennent perpen- 
diculaires au plan vertical; donc les points ml et ni sont 
les projections verticales des points cherchés. On trouve 
ensuite les projections horizontales m et n,‘ au moyen 
des lignes de projection mm! et nri, qu’on termine à la 
ligne cd. Remarquez , comme vérification, qu’on doit 
avoir imsMW et (3n:=N/i'. 

Il ne reste plus qu’à mener les traces des deux plans 
tangents, ce qui est facile; car chacun d’eux passe par la 
droite donnée, et est perpendiculaire au rayon mené au 
point de contact. En conséquence, sur les projections twi, 
o ml, du premier rayon , on abaisse les perpendiculaires 
np, UfJ ; et on a les traces du premier plan tangent, les- 
quelles doivent se croiser sur la ligne de terre au même 
point. Pareillement sur les projections on , on!, du se- 
cond rayon , on abaisse les perpendiculaires aq, 0(f , 
lesquelles sont les traces du second plan tangent. 

94. Deuxième solution (même fig.). Au lieu du cône 
ncd, on emploie un cylindre. A cet effet, on mène par 
le centre de la sphère un plan tôt perpendiculaire à la 
droite donnée, puis on regarde le grand cercle d’inter- 
section , de ce plan avec la sphère , comme la base d’un 
cylindre parallèle à la droite donnée. Il est clair que les 
points de contact cherchés doivent être sur ce grand 
cercle, et que par conséquent l’intersection du plan tôt’ 
avec le plan de la base du cône Ud d ' sera la corde qui 
joint ces points de contact. La projection verticale de 
cette intersection est déjà dd', et sa projection horizon- 
tale cd est facile à trouver (19). Alors on fait le rabat- 
tement dMd'N de la base du cône , et les constructions 
s achèvent comme précédemment. 
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Remarque. Puisque le plan tôt' contient la corde qui 
joint les points cherchés, il s’ensuit que les traces ol et ot' 
doivent passer aux points e et f, déterminés dans la 
première solution , comme étant ceux où cette corde Ren- 
contre les plans de projection. 

91$. Troisième solution (fig. XVI-2). Un des cônes 
suffit à lui seul pour résoudre le problème. En effet, si 
on cherche le point où la droite rencontre le plan de la 
base de ce cône, et que parce point on mène des tangentes 
à cette base , les plans conduits par la droite donnée et 
par ces tangentes, étant tangents au cône et à la sphère, 
seront les plans demandés. 

Servons-nous du cône Bdd 1 , dont la base est dans un 
plan élevé suivant cV', perpendiculairement au plan ver- 
tical. En prolongeant dB et ddf, l’intersection g 1 sera la 
projection verticale du point où la droite rencontre le 
plan du cercle, et on aura la projection horizontale de 
ce point par l’intersection g de ah avec g 1 ! , perpendi- 
culaire à xjr. On voit donc que la rencontre de la droite 
avec le plan a lieu, dans l’espace, sur une horizontale 
passant en g J , et dont la grandeur à partir de g 1 est égale 
à gh Par conséquent , en rabattant la base du cône sur 
le plan vertical , ce point se portera sur une perpendi- 
culaire à dd 1 , à une distance g 1 G égale à g) i; et les tan- 
gentes, menées de ce pointa la base du cône, se rabattront 
sur les tangentes GM et GN. Alors , comme précédem- 
ment, on abaisse les perpendiculaires M ni, N d, hdd 1 , et 
ensuite des perpendiculaires à xy, sur lesquelles on 
prend &rn ==Mml, et = Na/ : les projections des 
points de contact cherchés seront m , ni, et n , d . 

En menant, par les points a et U, des perpendicu- 
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laires aux projections des rayons, on aura les traces des 
plans tangents. Mais ici il faut observer que si on pro- 
longe les tangentes GM et GN jusqu’aux points r et s, 
où ^lles rencontrent ddJ, ces points ne doivent pas 
changer quand les tangentes reviennent à leur véritable 
position , et que par suite ils appartiennent aux traces 
verticales des plans tangents : c’est-à-dire que la trace Upf 
doit passer en r, et la trace en s. 

96. Quatrième solution (même fig.). Enfin, l’em- 
ploi du cylindre parallèle à la droite donnée, ou plutôt, 
du grand cercle dont le plan est perpendiculaire à cette 
droite , suffit aussi pour résoudre le problème. Il faut 
alors déterminer le point où ce plan rencontre la droite , 
et mener, par ce point, deux tangentes à ce grand 
cercle : elles feront connaître les points de contact; et, 
en conduisant des plans par la droite donnée et par ces 
tangentes, on aura les plans tangents. 

On peut démontrer à posteriori , en s’appuyant sur 
les propositions de la géométrie élémentaire, que cha- 
cun de ces plans est tangent à la sphère. Pour abréger, 
désignons-les par T et T*, et le plan du grand cercle 
par C. Puisque le plan T contient la droite donnée , il 
doit être perpendiculaire au plan C ; et puisqu’il con- 
tient une tangente au grand cercle , il est évident que 
cette tangente est l’intersection des plans T et C. Or le 
rayon mené au point de contact est , dans le plan C , 
perpendiculaire à cette tangente; donc le rayon est per- 
pendiculaire au plan T ; donc le plan T est tangent à la 
sphère. Même raisonnement pour le plan T. 

Maintenant voici les constructions. On mène par le 
centre , perpendiculairement à aù, cW, les lignes ot, ot\ 
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qui seront les traces du plan perpendiculaire à la droite 
donnée; on détermine les projections, h et h', du point 
d’intersection de la droite avec le plan; on cherche la 
distance de ce point au point t, au moyen du triangle 
rectangle thv, dont th est la base, et H il la hauteur; puis 
on fait tourner le plan loi autour de sa trace ot, pour 
le rabattre sur le plan horizontal. Alors le grand cercle, 
situé dans le plan tôt' , vient se confondre avec celui qui 
est déjà tracé dans le plan horizontal : et, d’un autre 
coté, le point [4,//] étant sur une verticale élevée en 4, 
et ht étant perpendiculaire aot, il est clair que la droite tv, 
dans l’espace, est perpendiculaire à ot(Intv. 19). 11 suit 
de là que, pour avoir le rabattement du point [4,4'], il 
faut prendre /H = tv sur le prolongement de ht, et que , 
pour avoir celui des deux tangentes qui vont de ce point 
au grand cercle, il faut mener les tangentes HM f , TIN'. 

Remettons les choses à leur place, c’est-à-dire, rame- 
nons ces tangentes à la position qu’elles occupaient dans 
le plan toi avant le rabattement. La tangente HM' ren- 
contre la trace ot en un point i qui ne varie pas; donc 
la projection horizontale de cette tangente sera ih. En 
abaissant fi' perpendiculaire à xy, et tirant UN, on aura 
sa projection verticale. Ainsi , on connaît déjà les pro- 
jections d’une droite qui contient l’un des points de con- 
tact. Mais le point M f , en tournant, reste dans un plan 
perpendiculaire à ot, et par conséquent sa projection 
horizontale est sur la perpendiculaire .Mm à ot) donc 
la projection horizontale du premier point de contact se 
trouve à la rencontre de M 'ni avec ih, et par suite sa 
projection verticale est à l’intersection de i'H avec la ligne 
de projection mni. On obtient de la même manière les 

10 
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projections hk , li/i, de la seconde tangente , et ensuite 

les projections n, ri, du second point de contact. 

La corde M'N' donne lieu à une vérification. Quand 
elle est remise à sa vraie position, ses projections sont mn 
et m’n 1 . Mais le point e, où elle coupe ot, restant fixe, 
est la trace horizontale de la corde qui joint les points 
de contact ; donc il doit être sur la ligne mn , et sa 
projection verticale é doit être sur ni ri. 

Du reste, les traces des plans tangents se déterminent 
comme dans les autres solutions. Mais ici on remarquera 
que les deux tangentes rencontrant le plan horizontal en i 
et en 4, sur la trace £tf, les traces horizontales des plans 
tangents doivent passer respectivement par ces points. 
Pareillement, les points où les tangentes rencontrent le 
plan vertical, doivent être à la fois sur la trace ot' et sur 
les traces verticales des plans tangents : c’est pour cela que 
les lignes HH, ot' et If y vont se croiser au même point. 

Plans tangents à la surface gauche de révolution. 

97. Problème XVII. Etant donnes taxe et la gé- 
nératrice d'une surface gauche de révolution , mener 
un plan tangent à un point de cette surface. 

Dans ce problème et dans les suivants , ce n’est plus 
un méridien de la surface qui est donné; et, pour la 
détermination du plan tangent, c’est de la droite géné- 
ratrice qu’il faut faire usage. De là résultent quelques 
modifications dans les constructions exposées précédem- 
ment (82-92). Je continuerai de prendre le plan ho- 
rizontal perpendiculaire à l’axe de révolution, et je 
supposerai toujours que la génératrice est donnée dans 
la position où elle est parallèle, au plan vertical. 
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Soient a (fig. XVII) la projection horizontale de l’axe, 
dd' sa projection verticale , et bc, Dd, les projections 
de la génératrice. Il est évident que bc doit être paral- 
lèle à la ligne de terre, que la perpendiculaire ai), abaissée 
sur bc , est la projection de la plus courte distance entre la 
génératrice et l’axe, et que le cercle bde, décrit du 
rayon ab , est la projection horizontale du collier de la 
surface. Quant à la projection verticale du collier, elle 
se trouve sur la parallèle à xy, menée par l’intersec- 
tion U de dd' avec Dd. 

Le plan horizontal coupe la surface suivant un cercle 
qui a son centre au point a : or on trouve un point de 
ce cercle en déterminant la trace horizontale c de la géné- 
ratrice ; donc on pourra décrire ce cercle , qui est cfg. 
Toutes les génératrices de la surface ont leurs traces 
sur ce cercle. 

Soit/n laprojectionhorizontaled’unpoint delà surface. 
Toutes les génératrices doivent se projeter sur le plan ho- 
rizontal tangentiellement au cercle bde (64) ; par consé- 
quent , si on mène les tangentes nui et me au cercle bde, 
elles seront les projections horizontales des génératrices 
qui , sur la surface , passent aux points projetés en rn. 

Pour avoir les projections verticales de ces généra- 
trices , remarquons d’abord que les points de te sont les 
projections horizontales des points où ces génératrices 
rencontrent le collier, et que par suite on trouve les pro- 
jections d' et d de ces points, en menant dd' et ed per- 
pendiculairement à xy. En second lieu , remarquons que 
les traces horizontales des mêmes génératrices doivent 
être aux intersections / et g du cercle cfg avec les deux 
tangentes. Toutefois , pour ne passe tromper sur la vraie 
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position de ees traces , il faut suivre le mouvement de 
la génératrice pendant qu’elle engendre la surface; et 
c’est ainsi qu’on reconnaît que le contact b venant se 
placer en d et en e , le point c se transporte en f et en g. 
Projetons f et g en J 1 et g' sur xy, puis tirons les 
droites f'd' et g'd : elles seront les projections verticales 
des deux génératrices; et, par conséquent, si on mène 
du point m une perpendiculaire à xy, les points tri et ml', 
où elle rencontre fd et g'd, seront les projections ver- 
ticales des points de la surface, correspondants à la 
projection horizontale m. 

Le plan tangent en chacun de ces deux points est facile 
à déterminer : car il doit contenir la génératrice et la 
tangente au parallèle qui passe au point de contact. La 
droite mp , perpendiculaire à arn , est la projection 
horizontale des tangentes aux deux parallèles ; les droi- 
tes tn’jJ et m"/d, parallèles à xy, sont les projections 
verticales de ces tangentes ; et par suite leurs traces ver- 
ticales sont // et j!' . Mais les traces horizontales des plans 
tangents doivent passer aux points f et g, et être paral- 
lèles à ces tangentes; donc, si on mène les parallèles fx 
et gfi à mp , et si on tire les droites x// et (3//', les plans 
tangents seront fxp) et gf>f ■ 

Remarques. Observez que les traces verticales des 
deux génératrices devront être respectivement sur les tra- 
ces xjJ, , et que la droite projetée en île, d'd, étant 
commune aux deux plans tangents, sa trace verticale d 
est aussi commune aux traces verticales de ces plans. 

D’autres vérifications, plus remarquables, résultent 
de ce que la surface peut être engendrée de deux ma- 
nières par une droite (65). Si on prolonge cb jusqu’en h, 
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la droite dont la trace horizontale est //, et qui rencontre 
le collier au point [b,lf\ , est la génératrice du second 
mode. Alors , on voit que la rotation de cette génératrice 
amène hb en ie, et de là on conclut la projection verti- 
cale i'é, qui doit passer au point rn : et pareillement , hb 
venant en kcl, la projection verticale correspondante 
est kdl, dont le prolongement doit passer en ml' . 

Si on eût commencé par chercher , dans les deux 
modes, les génératrices qui passent par chaque point de 
contact, elles eussent suffi pour déterminer le plan tan- 
gent en ce point : car il n’est autre que le plan de ces 
deux lignes (50). 

98. Problème XVIII. Par un point donné, hors 
d'une surface gauche de révolution , mener uii p/art 
qui soit tangent à cette surface sur un méridien, ou 
sur un parallèle , dont le plan est donné. 

Je supposerai d’abord que le contact doive se faire sur 
un méridien dont le plan est donné. Les constructions 
seront fondées sur ce que le plan tangent doit à la fois 
être perpendiculaire au plan donné, et contenir une gé- 
nératrice de la surface. 

Soient «r/(fig. XVIII) la trace du plan méridien, eto,of 
les projections du point donné. Le plan tangent devant 
être perpendiculaire au plan méridien, sa trace horizon- 
tale sera perpendiculaire à ad\ et par suite, si on ima- 
gine qu’un plan horizontal soit mené par le point \o,d ~\ , 
l’intersection de ce plan avec le plan tangent aura pour 
projections la perpendiculaire oe à ad, et la paral- 
lèle dé à xy. La droite [oe , dé~\ appartient donc au 
plan tangent, et par conséquent le point é , où elle 
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perce le plan vertical , est sur la trace verticale de ce 

plan tangent. 

Le môme plan horizontal coupe la surface gauche sui- 
vant une circonférence , dont on détermine facilement 
la projection horizontale fgh, en cherchant le point [/j/ 1 ] 
où il rencontre la génératrice donnée \Jjc , Ué\ ; et cette 
circonférence est coupée par la droite [ oe , oV] en deux 
points [g-, g 1 ] et [/z,//]. Mais le plan tangent doit contenir 
une génératrice de la surface , et cette génératrice doit 
rencontrer la circonférence projetée en fgh\ donc, si 
l’on mène les tangentes gi et hk à la projection du collier, 
on aura les projections de deux génératrices, dont cha- 
cune est dans un plan tangent qui doit satisfaire à l’é- 
noncé (on ne considère pour le moment que les généra- 
trices qui appartiennent au môme mode de génération 
que la droite donnée). Toutes les génératrices allant ren- 
contrer le plan horizontal sur une circonférence con- 
nue cpq , on prolonge gi et hk jusqu’en p et q , et on 
connaît ainsi un point de la trace horizontale de chaque 
plan tangent. Alors on conclut qu’en menant pu et yp, 
parallèles à oe, et tirant les droites ué et fié, les plans 
tangents cherchés seront pué et q$é ■ 

Les points de contact ne sont pas encore déterminés, 
mais ils le seront facilement en construisant les généra- 
trices du second mode, qui doivent respectivement appar- 
tenir aux deux plans tangents. La tangente hl est la pro- 
jection horizontale de celle qui appartient au plan pué , 
et doit rencontrer la trace pu et le cercle cpq au même 
point r ; la tangente gm est la projection horizontale de 
la génératrice située dans le plan qflé , et doit passer par 
le point .<• commun au cercle cf>q et n la trace q$. Main- 


Digilized by Google 



surfaces courbes et plans tangents. 151 
tenant faites les projections verticales pli 1 , dC, <(U , J ni, 
correspondantes à pi, rl, qk, snv, et il est clair que les 
points de contact des plans pad, q$d, seront déterminés, 
l’un, par la rencontre des droites \j>i,fJiT\ et [rl, //'], et 
l’autre, par la rencontre des droites \_qk, rflf\ et[b/n, Jni ~\ . 
Les projections du premier point tombent en dehors de 
la figure , celles du second sont n et ri. 

Quelques vérifications s’offrent d’ elles-mêmes, et sont 
suffisamment indiquées sur l’épure. 


99. Quand le contact doit avoir lieu sur un parallèle 
donné , la solution du problème est fort simple. Elle se 
réduit à mener un plan tangent à la surface en un point 
quelconque de ce parallèle, et à faire tourner le méridien 
de ce point , ainsi que le plan tangent, qui lui est perpen- 
diculaire, jusqu’à ce que ce plan tangent vienne passer 
au point donné. Les constructions ne peuvent offrir au- 
cune difficulté, et je laisse au lecteur le soin de les dé- 
velopper. 

100. Problème XIX. Mener à une surface de ré- 
wlution un plan tangent parallèle à un plan donne'. 

Quand la génératrice d’une surface de révolution n’est 
pas un méridien, et qu’on propose de mener un plan tan- 
gent à cette surface parallèlement à un plan donné , il 
faut, en général , déterminer préalablement un méridien 
de la surface , au moyen des méthodes qui seront expli- 
quées dans la troisième partie; après quoi les construc- 
tions du n° 83 peuvent recevoir leur application. Mais , 
dans le cas particulier de la surface gauche de révolution, 
cette détermination est inutile, ainsi qu on va le voir. 

Alors , à cause des deux modes de génération dont la 
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surface est susceptible, chaque plan tangent doit contenir 
deux génératrices de cette surface. Or, on sait(68) qu’en 
transportant au centre du collier, parallèlement à elles- 
mêincs , toutes les génératrices de la surface , elles y for- 
inent un cône droit à base circulaire qui a le même axe 
que la surface. De là je conclus qu'un plan conduit par 
le sommet de ce cône, parallèlement au plan donné, 
doit couper ce cône suivant deux droites respectivement 
parallèles aux génératrices qui passent aux points de con- 
tact ; et dès lors ces génératrices sont faciles à déterminer. 

Soient (fig. XIX) doxV le plan donné, et bc, Ud les 
projections de la génératrice de la surface. Si on mène ue 
parallèle à bc, les droites ae, Ud seront les projections 
d’une parallèle à cette génératrice. Cette parallèle passe 
au centre du collier , et en tournant autour de l’axe elle 
décrit, le cône asymptote dont les génératrices sont pa- 
rallèles à celles de la surface gauche (68). Si on construit 
sa trace horizontale e, et si on décrit du centre a le cercle 
qui passe en e, on aura la base du cône sur le plan ho- 
rizontal. 

Par le sommet de ce cône, il faut conduire un plan 
parallèle au plan doÂ l \ et à cet effet on mène par ce 
sommet une horizontale [af, Uj'] parallèle à la trace do., 
on construit son intersection f l avec le plan vertical , 
puis on mène les traces / fi et , respectivement paral- 
lèles à d'a. et ad. La trace rencontre la base du cône 
en g et en h ; et de là résultent les droites ag et ah , qui 
sont les projections horizontales de deux génératrices 
suivant lesquelles le plan hfif coupe le cône. Or , ces 
génératrices sont parallèles à celles qu’on cherche sur la 
surface gauche; donc je connaîtrai les projections liori- 
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zontales de celles-ci en menant des tangentes au cercle aù, 
parallèles à ag et à ah. 

Dans ces quatre tangentes, il y en a deux , pk etqi, 
qui répondent à deux génératrices dont les intersections 
avec le plan horizontal sont p et q , et dont les projec- 
tions verticales sont p'k 1 et tji'. Ces deux génératrices, ap- 
partenant à deux modes de génération différents , se ren- 
contrent en un point [m,/nf], et déterminent le plan p y/ - , 
lequel est tangent en ce point à la surface et parallèle au 
plan donné. Les deux autres tangentes, si et to, répon- 
dent à deux génératrices qui doivent aussi se rencontrer 
en un point \n, ni~\, et qui déterminent un second plan 
tangent , sou , parallèle au plan donné. 

101 . Problème XX. Par une droite donnée, mener 
un plan tangent à une surface gauche de révolution. 

Pour résoudre ce problème de la manière la plus sim- 
ple, on détermine le point oit la droite rencontre le plan 
du collier; on considère ce point comme le sommet d’un 
cône circonscrit à la surface gauche ; puis on mène un 
plan tangent à ce cône par la droite. Mais avant de dé- 
velopper les constructions , il est bon de rappeler quel- 
ques propriétés sur lesquelles elles se fondent, et qui 
appartiennent à la Géométrie analytique. 

D’abord, la courbe de contact du cône avec la sur- 
face gauche est une ligne plane du second ordre ; et 
comme le sommet du cône est dans le plan du collier, 
et que le collier coupe la surface symétriquement, il est 
évident que le plan de cette courbe est perpendiculaire 
à celui du collier. 

En second lieu , cette courbe est une hyperbole doht 
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il est facile d’avoir un axe et les asymptotes. En effet , 
supposons , pour fixer les idées , que le sommet du cône 
soit hors du collier, et par ce point menons deux tan- 
gentes au collier : la corde qui joint les points de contact 
sera évidemment l’axe transverse; et, pour avoir les 
asymptotes , il suffira de mener par le milieu de cette 
corde , dans le plan de l’hyperbole, deux droites qui 
forment avec une parallèle à l’axe de révolution des an- 
gles égaux à ceux des génératrices de la surface gauche 
avec cet axe. 

En troisième lieu, connaissant un axe et les asymp- 
totes, on trouvera l’autre axe, et ensuite les foyers. Alors 
on pourra , au moyen d’une construction géométrique , 
et sans tracer l’hyperbole , mener des tangentes à cette 
courbe et déterminer les points de contact. 

Revenons à la question : elle se réduit à mener, par 
la droite donnée , des plans tangents au cône qui a pour 
base l’hyperbole dont il a été mention tout à l’heure. A 
cet effet, on détermine , comme on vient de l’expliquer, 
le plan , l’axe transverse , les asymptotes et les foyers de 
l’hyperbole; on prolonge la droite donnée jusqu’à son 
point de rencontre avec le plan de cette courbe ; puis on 
mène , par ce point , des tangentes à cette courbe , et on 
construit les points de contact de ces tangentes. Ces 
points sont ceux où la surface gauche doit être touchée 
par les plans tangents cherchés , et le problème n’a plus 
aucune difficulté. 

Conservons toujours la disposition des épures précé- 
dentes , et soient ej\ éf les projections de la droite 
donnée (fig. XX). D’après ce qui est dit plus haut, je 
détermine le point \_g,£y \ où elle rencontre le plan du 
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collier , je mène les tangentes gh , gi , au collier , et je 
tire la droite hi par les points de contact. Les points h 
et i sont les projections horizontales de deux points qui 
appartiennent à l’hyperbole suivant laquelle la surface 
gauche est touchée par le cône circonscrit dont le sommet 
est au point ; et comme cette hyperbole est par- 

tagée symétriquement par le collier, il s’ensuit que ih 
est à la fois la projection du premier axe de cette courbe 
et la trace du plan vertical qui la contient. Ce plan est 
rencontré par la droite en un point dont il est facile d’a- 
voir les projections h et H, et c’est de ce point qu’il faut 
mener des tangentes à l’hyperbole. 

Pour y réussir, je ramène ce plan à être parallèle au 
plan vertical en le faisant tourner de manière qu’il reste 
toujours à la même distance de l’axe : alors les construc- 
tions qui doivent se faire dans ce plan pourront s’exécu- 
ter dans le plan vertical de projection. Soit III la position 
que prend la corde hi : si on traçait la projection verticale 
de l’hyperbole, on aurait une hyperbole de même gran- 
deur, dont le premier axe HT est égal à HI ou hi , dont 
les asymptotes sont l)d et Uct, et dont il est facile d’avoir 
les foyers cp et Le point [4, A'] décrit un cercle autour 
de l’axe, et vient se placer dans une position dont il est 
facile d’avoir les projections R et R'. On a représenté 
dans l’épure les lignes nécessaires pour construire les tan- 
gentes qui vont du point R' à l’hyperbole; ces tangentes 
sont RW, R'N', et les points de tangence sont 5f, N'. 
Ces points doivent être regardés comme les projections 
verticales de deux points , dont les projections horizon- 
tales , M et N, sont sur HI ; et il faut chercher ce que 
deviennent les projections de ces points quand le plan 
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de l’hyperbole retourne à sa vraie position. Or, il est 
évident qu’alors M et N se portent en m et n sur hi, après 
avoir décrit les arcs M m , N n , autour du centre a , et 
que les projections verticales doivent se placer aux inter- 
sections n/, //, des lignes de projection mni, nn', avec 
les horizontales MW, NV. Ainsi se déterminent les 
projections m et ni 1 , n et n! des points de contact de la 
surface gauche avec les plans tangents demandés. 

Les traces de ces plans sont faciles à construire. Je 
cherche les traces e, f, de la droite donnée; et comme 
tout plan tangent à une surface de révolution est perpen- 
diculaire au méridien qui passe au point de contact , je 
tire arn, an, et j’abaisse sur ces lignes les perpendicu- 
laires er, es, qui seront les traces horizontales des plans 
tangents. On aura leurs traces verticales en joignant f 
avec les points où ces perpendiculaires vont couper xy. 

Quand ces derniers pointssont trop éloignés, on peuty 
suppléerde diverses manières. Par exemple, on peut me- 
ner, par les points de contact, des parallèles Sjnp, n/jJA , 
[. nq , à la droite donnée, ce qui fera trouver les 

points // et <j . 

Remarques. Il peut se faire que le point [g - , g*] soit 
intérieur au collier. La courbe de contact de la surface 
gauche avec le cône circonscrit est encore une hyperbole 
située dans un plan vertical , mais alors son axe trans- 
verse est vertical. Pour obtenir cet axe , il faut mener 
un plan méridien par le point , qui dans le cas 

actuel est intérieur au collier : ce plan coupe la surface 
suivant une hyperbole dont on connaît un axe ainsi que 
les asymptotes , et à laquelle il sera facile de mener des 
tangentes par ce même point [g, g*]. La droite qui unit 
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les deux points de tangence ainsi déterminés est l’axe 
transverse qu’il s’agit de trouver. Du reste , les construc- 
tions diffèrent peu de celles qui ont été développées dans 
l’épure. 

Le cas où la droite donnée est horizontale n’est pas 
compris dans ce qui précède. Pour le traiter , il suffit 
de mener un plan méridien perpendiculaire à cette 
droite, et, par le point où il la coupe, des tangentes 
à l’hyperbole suivant laquelle il rencontre la surface 
gauche. Les points de contact de ces tangentes seront 
ceux des plans tangents cherchés. Il est clair d’ailleurs 
qu’il y a des cas où le problème proposé est impossible. 

Plans tangents à quelques surfaces gauches qui ue sont pas de révolution. 

102. Problème XXL Étant ilonnées trois droites 
que l’on prend pour directrices dune surface gauche, 
on propose de construire d'abord une génératrice quel- 
conque de la surface, et ensuite le plan langent en un 
point quelconque de cette génératrice. 

En général, la surface dont il s’agit est un hyperbo» 
loïde (62). Quand les directrices sont parallèles à un 
plan, elle est un paraboloïde (75, scolie II); mais la 
solution suivante convient à tous les cas. Prenez à vo- 
lonté un point sur l’une des directrices, conduisez un 
plan par ce point et par l’une des deux autres, déter- 
minez le point d’intersection de ce plan avec la troisième, 
et menez une droite par ce dernier point et par celui 
qui a été pris sur la première directrice. Cette droite 
rencontre évidemment les trois directrices, et est par 
conséquent une génératrice de la surface. La question 
exige ensuite qu’on prenne un point quelconque sur 
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cette génératrice , et qu’on mène par ce point un plan 
tangent à la surface. Or, ce plan devant contenir la gé- 
nératrice, il suffit de trouver une seconde droite qui y 
soit contenue. Pour y parvenir, on détermine deux au- 
tres génératrices , et on mène par le point de contact 
une droite qui les rencontre toutes deux : d'après une 
proposition connue (71), on est sûr que cette droite 
appartient à la surface, et par conséquent aussi au plan 
tangent. 

Nommons (fig. XXI) A et A', B et B*, C et C, les pro- 
jections des trois directrices données; et soient a et et 
celles d’un point quelconque de la première. Je mène 
par ce point une parallèle <à la seconde, et je construis 
sa trace horizontale b. Je construis aussi les traces c, d, 
de la seconde directrice , puis je tire les droites bat et ad, 
qui sont les traces d’un plan passant par le point [a, a'] 
et par la droite [B, B']. Enfin je cherche (20) les pro- 
jections e, d, de l’intersection de ce plan avec la troi- 
sième directrice [C, C'], et je tire les droites ae, dé . 
La ligne dont ces droites sont les projections est une 
génératrice : car, d’après la construction , elle contient 
un point de la première directrice et un point de la 
troisième; et en outre elle doit rencontrer aussi la se- 
conde [B, B'], puisqu’elle est située avec elle dans le 
plan bad (c’est pourquoi kk est perpendiculaire à xÿ). 
Je détermine de la même manière les projections fg et 
fg 1 , hi et fit, de deux autres génératrices. 

Soit pris sur la première génératrice un point quel- 
conque [m, ni\ par lequel on propose de mener un 
plan tangent à la. surface gauche. D’après ce qui a été 
rappelé plus haut , il faut chercher une droite qui passe 
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par ce point et qui s’appuie sur les deux autres généra- 
trices : c’est ce que je vais faire au moyen des constructions 
expliquées dans la première partie (30), prob. XIII, 
3” solut. En conséquence, par le point de contact et 
par deux points pris arbitrairement sur la génératrice 
\_fg, /Y], je mène les droites [/««, m'n' ] et [mo, m'd’j , 
puis je cherche les points [y;, //], [y, </], où elles ren- 
contrent le plan vertical qui renferme la génératrice 
\hi } HH] : alors je connaîtrai l’intersection [/•, /•'] de la 
droite [pq, //</] avec cette génératrice , et par suite je 
connaîtrai aussi la droite [/«/', nié\ Or, c’est cette 
ligne qui, avec la génératrice j ae, dè\ détermine le 
plan tangent; donc, en construisant les traces de ces 
deux lignes, on aura facilement le plan tangent svt. 

Observez que la droite [ ae , dé~\ est dans le plan 
bad, et que par conséquent elle doit avoir sa trace ver- 
ticale u sur la trace verticale de ce plan. 

103. Problème XXII. Trois ellipses données sont 
semblables, semblablement situées , et ont leurs centres 
sur la même verticale. On suppose en outre que les 
lieux plus grandes sont égales entre elles, et placées 
dans des plans également distants du plan de la plus 
petite. Ces trois courbes étant considérées comme les 
directrices d’une surface gauche, on propose de mener 
un plan tangent à cette surface par un point pris à 
volonté sur une génératrice quelconque. 

Supposons qu’on connaisse les trois points par lesquels 
une génératrice s’appuie sur les directrices , imaginons 
en ces points trois tangentes à ces courbes, et prenons ces 
tangentes pour directrices d’une nouvelle surface gauche. 
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La génératrice dont il s’agit appartiendra aussi à celte 
surface, et, d’après ce qui a été démontré (74), le plan 
tangent en chaque point de cette génératrice sera le même 
pour les deux surfaces. Les trois tangentes directrices 
étant horizontales, la seconde surface est un parabo- 
loïdc (75, scolie II), et en la coupant par des plans hori- 
zontaux on doit trouver des droites (73, sco/te I). En 
conséquence , pour avoir le plan tangent à la surface pro- 
posée, en un point donné de la génératrice, on déter- 
minera une seconde génératrice de la dernière surface, 
on mènera par le point donné un plan horizontal qui 
coupera cette génératrice en un point, et on fera passer 
une droite par les deux points : cette droite sera tout en- 
tière sur le paraboloïde, de sorte que le plan déterminé 
par cette droite et par la première génératrice sera le 
plan tangent demandé. Tout cela a déjà été dit n" 75. 

11 est permis de prendre l’une des grandes ellipses, 
acb (fig. XXII), dans le plan horizontal de projection, 
et son grand axe nb parallèle à la ligne de terre xy : alors 
la projection verticale de cette ellipse est une portion 
a '/J, égale à nb, de xy. D’après l’énoncé, les centres des 
trois ellipses données ont pour projection horizontale 
commune le centre o de l’ellipse acb ; l'autre grande 
ellipse a pour projection horizontale cette même ellipse 
acb, et pour projection verticale une droite d'U' paral- 
lèle à xy et égale à ci U ; enfin la petite ellipse a pour 
projection horizontale une ellipse elfe semblable à acb, 
dont le grand axe de est placé sur ab, et elle a pour 
projection verticale une horizontale d'd, égale à de et 
équidistante de cil) et de d'V. 

Pour un moment, considérons à part (fig. b) les deux 
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ellipses ach , dfc. Eli un point quelconque g - de la petite 
menons la tangente hi qui coupe la grande en h et /; ti- 
rons les demi -diamètres oh, oi , qui rencontrent la pe- 
t ite en y et ^ ; tirons aussi tptj/ et og qui se coupenL en p. 
Puisque les deux ellipses sont concentriques, semblables 
et semblablement situées, on doit avoir oh ’.oi’.'.oy’ oÿ ; 
donc®']/ est parallèle à ht. Or, dans toute ellipse, les cordes 
parallèles à une tangente sont rencontrées en leurs mi- 
lieux par le diamètre qui passe au point de contact; donc 
op=ip, et par suit e gh=gi: c’est-à-dire qu’une droite 
tangente à la petite ellipse, et comprise dans la grande, 
est divisée par le point de contact en deux parties égales. 

Revenons à la question. Pour obtenir les projections 
d’une génératrice quelconque, je prends à volonté le 
point g (fig. XXII) sur l’ellipse dfe, je mène la tangente 
hi qui est divisée au point g' en deux parties égales, et 
je mène aussi les lignes de projection hh'gg 1 , qu'on 
termine respectivement à cil) , d'd , n"U' . Les projections 
h et h', g et g 7 , i et i', seront celles de trois points ap- 
partenant respectivement aux trois courbes directrices: 
or il est facile de reconnaître que//, g 1 , i' sont en ligne 
droite; donc les droites hgi et Uffi 1 sont les projections 
d’une génératrice de la surface, et la trace horizontale 
de cette génératrice est en h. 11 est d’ailleurs évident 
qu’il existe une autre génératrice qui a encore hi pour 
projection, mais dont la trace horizontale est en /; et 
alors la projection verticale correspondante à i serait sur 
clü , tandis que celle qui répondrait à h serait sur d'h". 

Maintenant, soit proposé de trouver le plan tangent 
à la surface en un point quelconque [m, ni J de la pre- 
mière génératrice \hi, ///]. Il faut, avons-nous dit, rem- 

11 
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placer la surfaee gauche de l’énoncé par le paraboloïde 
dont les directrices sont tangentes aux trois ellipses dans 
les points [//, H], [g-, g'], [*, *']. C’est pourquoi je mène les 
tangentes hk, ik\ et les trois nouvelles directrices seront 
les droites indéfinies qui ont respectivement pour pro- 
jections hk et (il), ih et d'd, ik et d'd 1 . Le plan vertical 
élevé sur hk contient la première de ces lignes : je dé- 
termine ses intersections \h, fl] et \k, H\ avec les deux 
autres, et je tire la droite k J /i'. De cette manière, on est 
certain que la ligne \hk. II' II] rencontre les trois tan- 
gentes directrices, et que par conséquent elle est une 
génératrice du paraboloïde. Alors j’imagine par le point 
[//i, ni] un plan horizontal, dont je détermine l’inter- 
section [n, «') avec cette génératrice; puis je mène l’ho- 
rizontale \mn, rn'/i] dont je construis la trace verticale//. 
Le plan tangent devant contenir l’horizontale [mn, ni ri] 
et la génératrice \hi, Hf], je mènerai ha. parallèle à nui , 
ensuite je joindrai a/j : le plan tangent sera ha/). 

On obtient des vérifications en menant des parallèles 
à ha par des points quelconques de la génératrice [/«’, h'i' J; 
et c’est ainsi qu’on a trouvé les points U etd sur la trace 
verticale. 

104. Autre solution. Par la projection m , menez une 
seconde tangente srt à l’ellipse dfe. Elle sera la projec- 
tion horizontale de deux génératrices de la surface, les- 
quelles diffèrent en ce que l’une perce le plan horizontal 
en s, et l’autre en t. Je considère seulement la première, 
qui a ddi pour projection verticale , et je dis qu’elle 
passe au point \m, ni]. En effet, nommons X et H les 
hauteurs auxquelles les verticales élevées en ni et r cou- 
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pent cette génératrice; il est clair qu’on a X; H; \sm\sr. 
Nommons Y l’élévation du point [m, /»'], et remarquons 
que celle du point [g,f\ est égale à II; on aura Y : H 
; : hm \ hg. Mais, par les propriétés de l’ellipse, il est aisé 
de voir que les triangles gmr et /uns sont semblables ; 
donc sm ’.sr ; : hm ; hg. Par suite on a X ! H ; ; Y ; H , 
d’où X=Y, ce qui démontre la proposition. 

On a donc, sur la surface gauche, une seconde géné- 
ratrice qui passe au point de contact ; et le plan tangent 
se trouve ainsi complètement déterminé. Cette deuxième 
solution est beaucoup plus simple que la première; mais 
aussi est-elle fondée sur des considérations moins gé- 
nérales. 

Renuirque. De ce «pie los hauteurs X et Y sont égales, 
il s’ensuit qu’il y a sur la surface gauche dont il s’agit, 
deux systèmes différents de génératrices , et que chaque 
génératrice de l’un d’eux rencontre toutes celles de 
l’autre. Cette surface peut donc être décrite par une 
droite qui s’appuie sur trois autres, et dès lors on voit 
qu elle est comprise dans celle du problème XXI. 

iOi». Problème XXIII. Mener un plan tangent à 
une surface gauche qui a pour directrices une droite 
horizontale et deux courbes situées dans des plans ver- 
ticaux parallèles. 

La méthode à suivre dans cet exemple est encore 
une application des propositions établies précédem- 
ment (u 0 * 74 et 7i>) : c’est-à-dire qu’on remplace la 
surface gauche par un paraboloïde hyperbolique, qui se 
raccorde avec elle suivant la génératrice sur laquelle est 
donné le point de contact. 
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Soit ah (fig. XXIII) la directrice horizontale, cl 
soient cd, cf, les traces horizontales des plans verticaux 
parallèles qui contiennent les deux courbes données. En 
prenant cd pour ligne de terre, ces courbes seront pro- 
jetées en vraie grandeur sur le plan vertical * je suppo- 
serai que ce soient deux demi-cercles égaux, tels que cgW, 
di'f. Pour trouver une quelconque des génératrices de 
la surface, je mène par la directrice ah un plan ab£. Il 
coupe les plans des cercles suivant des droites parallèles 
projetées en bg et bg 1 , hi et Hi' ; et ces parallèles coupent 
les cercles aux points projetés en g et g 1 , t et ü. Donc, en 
tirant les droites gi et g’i 1 , on aura les projections d’une 
génératrice. 

Je détermine le point [rt,ré] où cette génératrice ren- 
contre la directrice ah, et je remarque que le plan abg', 
contenant ces deux lignes , doit être tangent à la surface 
au point a. Je mène dans ce plan la droite [ am , dnf\ 
parallèle à bg 1 , et je mène aussi les tangentes \_gk, gk~\, 
[il, «'/'], aux deux cercles. On a ainsi trois droites pa- 
rallèles au plan vertical; et le paraboloïde qu’on engendre 
en les prenant pour directrices , a les mêmes plans tan- 
gents que la surface proposée , en tous les points de la 
génératrice commune (74). 

Maintenant cherchons une autre génératrice de ce 
paraboloïde. A cet effet, on conduit un plan par la pre- 
mière de ces trois droites et par la trace horizontale l de 
la seconde tangente : il est clair que la trace horizontale 
de ce plan est aln , et que sa trace verticale est une pa- 
rallèle no' à drrl. Il rencontre la première tangente au 
point [o, (/], et en tirant ol et dl' on a les projections 
d’une droite qui doit rencontrer la ligne [a/n, dnf\ : cette 
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droite est une nouvelle génératrice du paraboloïde. 
Alors on peut encore engendrer cette surface en fai- 
sant glisser une droite parallèlement au plan vertical 
sur les deux génératrices connues (73) : c’est-à-dire 
que tout plan parallèle au plan vertical coupe ces lignes 
en deux points qui déterminent une droite située sur le 
paraboloïde. 

Cela posé, soit le point de contact [/>,//], donné sur 
la première génératrice [agy/g*] : par ce point, parallè- 
lement au plan vertical , je conduis un plan qui coupe la 
seconde [o/, oT*], en un point [i /,</]• La droite 
passant par ce point et par le point donné , doit être 
dans le plan tangent cherché : or, la droite \jig, a^] doit 
y être aussi ; donc les traces horizontales , a et /•, de ces 
droites, déterminent la trace horizontale ta du plan tan- 
gent : et quant à la trace verticale at 1 elle doit passer en g 1 , 
et de plus être parallèle à p'(j . 

406. Problème XXI Y. Mener un plan tangent au 
conoïde décrit par une horizontale , qui se meut en s’ ap- 
puyant sur une droite verticale et sur une courbe située 
dans un plan vertical. 

La projection horizontale de la directrice verticale est 
un point a(fig. XXIV), et sa projection verticale est une 
perpendiculaire a'd' à xy: je supposerai que la courbe 
donnée bdc est dans le plan vertical de projection. Ayant 
. pris le point p sur le plan horizontal, tirez apd, élevez 
sur xy la perpendiculaire dd!, qui coupe la courbe en d , 
et menez l’horizontale d'/l ainsi que la ligne de projec- 
tion pjJ. Il est clair que dp et dpi sont les projections 
d’une génératrice, et que p et // sont celles d’un point 


Digitized by Google 



4 66 DEUXIÈME PARTIE. 

de cette génératrice. C’est le plan tangent en ce point 
qu’on va déterminer. 

Menez la tangente d'e. Le paraboloïde décrit par une 
horizontale qui glisse sur cette tangente et sur la verticale 
donnée se raccorde parfaitement , dans toute l’étendue 
de la génératrice [dp, d'jf], avec la surface proposée. En 
tirant ae on a une seconde génératrice de ce paraboloïde ; 
et en menant par le point [/>,//] un plan parallèle au plan 
vertical, il coupe cette surface suivant une droite [pq,f}(j~\ 
qui doit être dans le plan tangent. Or, l’horizontale [dp, 
d'pF] doit y être aussi, et dès lors ce plan est déterminé. Sa 
trace horizontale ta doit passer en q et être parallèle à dp-, 
sa trace verticalea^doit passer en d et être parallèle à pif. 

La tangente ed! va couper dd' en un point d', qui est 
évidemment la projection verticale d’une génératrice du 
paraboloïde : or, cette génératrice, aussi bien que toutes 
celles qui appartiennent au même mode de génération , 
doit être rencontrée par la droite [}>q, ÿ([\, et c’est P 0lu ' 
cela que la projection [hj passe au point d\ 

107. Problème XXV. Mener un plan tangent à 
une surface engendrée par une droite horizontale, qui 
est assujettie à rencontrer toujours une courbe tracée 
sur un cylindre vertical, et à rester constamment ou 
tangente ou normale à un autre cylindre vertical. 

Je supposerai que la directrice tracée sur le premier 
cylindre vertical est une hélice, comme cela arrive dans • 
plusieurs applications de la géométrie descriptive à la 
coupe des pierres et à la charpente. C’est pourquoi je 
vais rappeler d’abord la construction et les propriétés 
de cette courbe. 
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1" Soit cd (fig. c) l’ intersection d’un cylindre vertical 
par un plan horizontal : sur cd prenez une origine quel- 
conque o, et sur les génératrices du cylindre, au-dessus des 
différents points de cd, portez des hauteurs dri, d'd', 
d"ri", . . . proportionnelles aux arcs od , od', od 1 ',... Le 
lieu des points ri n" ri", . . . ainsi déterminés , est une 
hélice. Par exemple , on peut supposer les arcs égaux 
entre eux, et dri égal à une hauteur donnée H ; alors il 
faudra prendre d'ri'= 2H, d"ri"= 3H, etc. 

2° Si on développe le cylindre sur un plan , je dis que 
l’hélice deviendra une droite. Pour le démontrer, consi- 
dérons la courbe cd comme un polygone d’une infinité 
de côtés, et le cylindre comme un prisme dont les faces 
sont infiniment étroites ; puis concevons que ces diffé- 
rentes faces tournent autour des arêtes pour venir s’ap- 
pliquer dans un seul plan. Il est évident que les côtés de 
la base, ne devant pas cesser d’être perpendiculaires à 
ces arêtes , se placeront sur une droite ef, de telle sorte 
que les arcs od, od',... deviendront des parties O 1 , U 11 ,.., 
de cette droite. D’un autre côté , il est clair que dans le 
développement ces arcs conservent les mêmes longueurs, 
et que les hauteurs dri, d'ri',... ne font que prendre de 
nouvelles positions Uni, i"m" donc ces hauteurs sont 
proportionnelles aux distances ii', il",...; donc l’hélice 
est développée en ligne droite. 

3“ Cette droite ih, suivant laquelle s’est développée 
l’hélice , forme des angles égaux avec toutes les généra- 
trices : or ces angles sont les mêmes que formaient, avant 
le développement , les côtés ou éléments de l’hélice avec 
les arêtes qui leur étaient contiguës ; donc ces derniers 
angles sont aussi égaux; donc les tangentes à l'hélice, qui 
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ne sont autre chose que ces côtés prolongés, sont toutes 

également inclinées sur les génératrices du cylindre. 

4° On peut supposer que le développement a été fait 
dans un plan tangent au cylindre, par exemple, dans 
celui qui aurait été mené par l’arête o'"n"'. Alors il est fa- 
cile de voir cjue les droites k'" et in!", sur lesquelles se dé- 
veloppent la base oo'" et l'hélice on!" , sont respectivement 
tangentes à ces courbes; et de là résulte une construction 
bien simple de la tangente à l’hélice. Supposons qu’on 
demande la tangente au point n'" : sur la tangente eo'" à la 
base cd, on prendra la distance id" égale à l’arc oo'" rec- 
tifié, et en joignant in!" on aura la tangente demandée. 

Revenons au problème proposé. Soit(fig. XXV) ai la 
trace horizontale d’un cylindre vertical auquel les géné- 
ratrices doivent être normales : ces génératrices auront 
pour projections horizontales des normales à cette courbe. 
Or ces normales , par leurs intersections successives, for- 
ment une courbe c/ à laquelle elles sont tangentes, et par 
suite les génératrices de la surface gauche sontelles-mêmes 
tangentes au cylindre vertical élevé sur cette courbe; on 
voit donc par là comment il se fait que la question à 
résoudre est absolument la même quand les génératrices 
sont normales à un cylindre vertical, et quand elles lui 
sont tangentes. Soit chd la trace d’un autre cylindre ver- 
tical, sur lequel est tracée l’hélice directrice, construite 
eu prenant des verticales proportionnelles aux arcs od, 
oo",... au-dessus des différents points d , o" ,... Pour 
déterminer cette courbe , il suffira de connaître la hau- 
teur 11 correspondante à un arc donné od . 

Supposons qu’on demande le plan tangent au point 
dont la projection horizontale est p. D’après ce qui pré- 
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cède, on aura la projection horizontale de la génératrice 
sur laquelle ce point est situé en menant pk tangente à la 
courbe ef\ et la hauteur de cette génératrice sera connue 
par la proportion od \ oh g ; \ H ; x. Mais, pour plus de 
commodité, je rapporterai les constructions à un plan 
horizontal placé au-dessous de la génératrice à une dis- 
tance 3H. Quant au plan vertical, je le prendrai perpen- 
diculaire à cette génératrice; par conséquent la ligne de 
terre xy sera perpendiculaire à pk. Alors, en prolon- 
geant^ jusqu’en m, et élevant sur xy la perpendicu- 
laire mq — 311 , le point q sera celui où la génératrice 
rencontre le plan vertical. Or, le plan tangent doit con- 
tenir cette génératrice; donc sa trace horizontale sera 
parallèle à pk, et sa trace verticale passera en q. 

Si on prend l’arc gh triple de od, le point h sera celui 
oii l’hélice directrice est rencontrée par le plan horizon- 
tal. Si on mène gi tangente à chd et égale à l’arc gh rec- 
tifié , le point i sera, sur ce plan, le pied de la tangente 
à l’hélice au point projeté en g. Enfin si on tire ik , cette 
droite et celle qui est projetée en gk seront des généra- 
trices du paraboloïde engendré par une horizontale qui 
glisserait sur la tangente à l’hélice et sur la verticale éle- 
vée en k. Or, je dis que ce paraboloïde se raccorde exac- 
tement avec la surface gauche proposée, dans toute l’é- 
tendue de la génératrice commune. 

D’abord , dans les deux surfaces la génératrice est ho- 
rizontale, et au point projeté en g le plan tangent est 
évidemment commun ; il suffit donc de prouver qu’il en 
est de même du plan tangent au point projeté en k 
(74, scolie). Et en effet, le plan tangent en ce point, 
à la surface proposée , doit contenir la génératrice hori- 
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zontale tangente au cylindre ef, ainsi que la tangente à 
la courbe décrite sur ce cylindre par la génératrice de 
la surface; donc ce plan est tangent aussi au cylindre ef, 
et par conséquent il contient la verticale élevée en k. 
Mais le plan tangent au paraboloïde doit aussi contenir 
cette verticale ainsi que la génératrice horizontale; donc 
les deux plans tangents n’en font qu’un. Donc, suivant 
la génératrice commune, le paraboloïde se raccorde avec 
la surface proposée. 

Tous les plans parallèles aux deux directrices du para» 
boloïde doivent couper cette surface suivant des droites. 
Si on conduit un tel plan par le point donné [fi, q], sa 
trace horizontale est une parallèle pr à gi, laquelle ren» 
contre Æfen r.Le point r appartient au plan tangent mené 
au paraboloïde par le point donné : or, ce plan est aussi 
tangent à la surface gauche ; donc, si on mène ra. parallèle 
à pk et si on joint a. q, le plan tangent cherché sera raq. 

Si on avait à déterminer d’autres plans tangents à la 
même surface , en des points situés sur différentes géné- 
ratrices, il faudrait effectuer des constructions toutes 
semblables. Par exemple , que la projection horizontale 
d’un point de la surface soit donnée en s, on mènera la 
tangente st, on prendra une nouvelle ligne de terre uv 
perpendiculaire à cette tangente , etc. L’épure dispense 
d’entrer dans de plus amples explications. 
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Considérations générales. 


108. Une ligne est déterminée au moyen d’une pro- 
priété qui la caractérise, ou par le mouvement d’un point, 
ou enfin quand on connaît deux surfaces sur lesquelles 
elle est contenue. C’est comme intersections de surfaces 
que les lignes se présentent dans la plupart des applica- 
tions de la Géométrie descriptive; et c’est principalement 
sous ce point de vue qu’elles seront considérées dans cette 
troisième partie. Cependant je proposerai l’hélice et l’é- 
picycloïde sphérique comme exemples des deux premiers 
modes de détermination. 

Dans les autres exemples , la question à résoudre sera 
toujours comprise dans cet énoncé général : deux sur- 
faces étant données, trouver les projections de la courbe 
d’intersection et celles de la tangente en un point quel- 
conque de cette courbe. Quand l’une des surfaces sera 
plane , il faudra en outre construire l’intersection dans 
ses vraies dimensions ; et quand l’une des surfaces sera 
développable , on cherchera ce que devient l’intersection 
dans le développement de cette surface. 

109. Commençons par le cas le plus simple, et sup- 
posons qu’il s’agisse de l’intersection d’un plan et d’une 
surface courbe. La génération de la surface étant con- 
nue , on considérera la génératrice dans diverses posi- 
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lions, et pour chaque position on déterminera sa rencon- 
tre avec le plan. On aura ainsi les projections d’autant 
de points qu’on voudra, appartenant à la section cher- 
chée ; et , pour avoir les projections de cette section , il 
n’y aura plus qu’à joindre par un trait continu les points 
trouvés sur chaque plan de projection. 

110. Dans le cas où il faut trouver l’intersection de 
deux surfaces courbes, voici le procédé général. On les 
coupe en même temps par une suite de plans; chacun de 
ces plans détermine, dans les surfaces, deux lignes courbes 
dont on construit les projections ; et les points communs 
à ces projections appartiennent à celles de l’intersection 
demandée. En répétant ces opérations pour différents 
plans , on aura les projections de la courbe d’intersec- 
tion avec autant d’exactitude qu’on voudra. 

Il semble au premier coup d’œil que les déterminations 
auxquelles donne lieu chaque plan auxiliaire exigent le 
tracé de quatre courbes , deux sur le plan horizontal et 
deux sur le plan vertical. Mais il n’y en a réellement que 
deux à construire : car, par exemple, après avoir trouvé 
les deux courbes de la projection horizontale , les inter- 
sections de ces courbes sont les projections horizontales 
de points qui appartiennent à l’intersection des deux sur- 
faces ; et comme ces points sont dans le plan auxiliaire , 
on aura facilement leurs projections verticales au moyen 
de leurs projections horizontales , sans employer aucune 
autre courbe (20). 

Au reste , comme les plans auxiliaires sont entière- 
ment arbitraires , on peut les prendre parallèles à un des 
plans de projection , au plan horizontal par exemple. 
Alors , les sections des deux surfaces , par chacun de ces 
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plans, se projetteront verticalement sur une ligne droite 
parallèle à la ligne de terre, et les constructions seront 
considérablement simplifiées. 

111 . Mais il y a des cas particuliers qui se présentent 
fréquemment, et dans lesquels le choix des plans auxi- 
liaires est indiqué par la nature même des surfaces dont 
on cherche l’intersection. 

Si l’une des surfaces est un cylindre, on prend des plans 
parallèles aux génératrices du cylindre , parce qu’ alors 
on est assuré que les intersections des plans avec le cy- 
lindre seront des lignes droites. Si les deux surfaces don- 
nées sont cylindriques , les plans auxiliaires devront être 
à la fois parallèles aux génératrices de l’une et de l’autre 

Quand l’une des surfaces est un cône , on fait passer 
les plans par le sommet; et, quand l’autre surface est 
aussi un cône, on les fait passer par la droite qui joint 
les deux sommets. De cette manière, les sections faites 
dans ces cônes se réduisent à de simples lignes droites. 

Si l’une des surfaces est un cône, et l’autre un cylindre, 
les plans doivent passer par le sommet de la première, 
et être parallèles aux génératrices de la seconde. 

Si l’une des surfaces est de révolution , les sections 
auxiliaires seront perpendiculaires à l’axe de cette sur- 
face, ce qui donnera des cercles. 

112. Pour trouver l’intersection de deux surfaces, on 
a prescrit de couper ces surfaces par une suite de plans : 
cependant on conçoit qu’au lieu de plans, on pourra 
employer d’autres surfaces, pourvu qu’il soit facile d’ob- 
tenir leurs intersections avec les surfaces proposées. Ce 
cas sera celui de deux surfaces de révolution dont les 
axes se rencontrent. Alors on fera usage de sphères qui 
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ont toutes pour centre commun la rencontre de deux 
axes : Il est clair que chaque sphère coupe les deux sur- 
faces de révolution suivant des cercles faciles à déter- 
miner, et que les points communs à ces cercles appar- 
tiennent à lintersection des deux surfaces. 

113, Parlons maintenant de la tangente. Il faut d’a- 
hord rappeler que le plan tangent en un point d'une sur- 
face renferme les tangentes menées en ce point à toutes 
les courbes qu’on peut tracer, par ce même point , sur la 
surface. De là il suit que, si une ligne résulte de l’inter- 
section d’une surface courbe avec un plan donné, pour 
avoir la tangente en un point de cette ligne, il faut con- 
struire le plan tangent à la surface au point dont il s’agit, 
et déterminer l’intersection de ce plan avec le plan donné. 
En général, si une ligne est l intersection de deux surfaces 
quelconques, on mènera, par le point que I on considère 
sur cette ligne, les plans tangents aux deux surfaces; et 
l’intersection de ces plans sera la tangente demandée. 

114 . Cette tangente se détermine encore par une au- 
tre considération D'après la définition (51), les nor- 
males menées aux deux surfaces, par un point de leur 
intersection , sont respectivement perpendiculaires aux 
deux plans qui seraient conduits par ce même point tan- 
gentiellcment à ces surfaces; donc la tangente cherchée, 
qui est l’intersection des plans tangents, est perpendicu- 
laire au plan des deux normales; donc cette tangente 
s'obtiendra en menant par le point de contact une per- 
pendiculaire au plan des normales. 

Dans le cas des surfaces de révolution, ce procédé est 
préférable au premier, parce qu alors les normales sont 
plus faciles à déterminer que les plans tangents. 
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113- Toutes les constructions devant s’effectuer par 
la méthode des projections, il est bon d’observer que 
les projections de la tangente à une courbe quelconque 
seront elles-mêmes tangentes aux projections de cette 
courbe. Cette conséquence s'obtient immédiatement 
quand on regarde la tangente comme le prolongement 
indéfini de l’élément d’une courbe En effet, alors il 
est clair qu’en projetant , par exemple sur le plan hori- 
zontal , un élément de la courbe , on aura un élément de 
la projection de cette Courbe , et que par conséquent , si 
on prolonge ces deux éléments, on aura deux droites 
dont la seconde sera la projection de la première : c’est-à- 
dire que les projections de la tangente à une courbe sont 
tangentes aux projections de cette courbe. 

116. Il peut y avoir, sur l’intersection de deux sur- 
faces , des points où les constructions précédentes soient 
en défaut. D’abord , il peut s’y trouver un point tel que 
les plans tangents aux deux surfaces se confondent , de 
sorte que, au lieu de deux plans qui contiennent la tan- 
gente, on n’en a plus qu’un seul. Dans ce cas, il y a 
rarement d’autre méthode à suivre pour déterminer la 
tangente, que de mener mécaniquement, au moyen de 
la règle, des tangentes aux projections de l’intersection. 
En second lieu, un point de l’intersection peut être tel 
que les deux plans tangents qui déterminent la tangente 
soient perpendiculaires à l’un des plans de projection. 
Alors la tangente est elle-même perpendiculaire à ce plan, 
et s’y projette en un point unique. La tangente à la pro- 
jection de l’intersection teste donc tout à fait indéter- 
minée , et le plus souvent elle ne pourra être construite 
que d’une manière mécanique. 
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Cependant il sera bon, dans ces cas particuliers, de 
considérer la tangente à l’intersection, en un point très- 
voisin de celui dont il s’agit ; de supposer ensuite que 
le second point se rapproche indéfiniment du premier , 
et d’examiner s’il n’existe pas une droite facile à con- 
struire vers laquelle tende la tangente , et avec laquelle 
elle se réunisse à la limite : cette droite ne sera autre 
(pic la tangente cherchée. 

Sections des surfaces courtes par des plans. 

117. Problème I. Intersection d'un cylindre per - 
pendic.ulxiire au plan horizontal par un plan per/»en~ 
diculaire au plan vertical. 

La solution contiendra trois parties. Dans la pre- 
mière, on déterminera les projections de la courbe d’in- 
tersection et celles d’une quelconque de ses tangentes ; 
dans la seconde , on trouvera cette courbe en vraie gran- 
deur et on construira sa tangente; enfin, dans la troi- 
sième, on développera le cylindre sur un plan, on cher- 
chera ce que devient alors la courbe d’intersection, et 
quelle est la tangente à la nouvelle courbe. 

Projections. D’après l’énoncé, la trace horizontale 
du cylindre peut être telle courbe qu’on voudra abc... 
(Prob. 3" part. fig. I), et ses génératrices sont verticales; 
la trace verticale du plan coupant est une droite quel- 
conque rpL et sa trace horizontale qp est perpendicu- 
laire à la ligne de terre xy. Toute ligne située sur le cy- 
lindre a pour projection horizontale la courbe abc..., 
et toute ligne située dans le plan pqqJ a pour projection 
verticale la droite qp/ : ainsi , on connaît déjà les pro- 
jections de la courbe d’intersection. Prenons un point m 
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à volonté sur abc..., et perpendiculairement à xy me- 
nons mm" tri qui coupe prj en ni. Il est clair que ni ni' 
est la projection verticale de la génératrice qui passe 
en m, et que le point où cette génératrice rencontre le 
plan pqf) a pour projections m et ni : donc ni et ni 
sont les projections d’un point de la courbe d’intersec- 
tion. En répétant cette construction , on peut obtenir 
les projections d’autant de points qu’on voudra. 

La tangente en un point quelconque est facile à obte- 
nir. Considérons le point [m, ni\. Le plan tangent au 
cylindre, en ce point , est vertical , et a pour trace hori- 
zontale la tangente mn à la base abc... : or, la tangente 
cherchée est l’intersection de ce plan avec le plan donne ; 
donc les projections de cette tangente sont mn et rpi . 

fraie grandeur. Rabattons le plan pqqi sur l’un des 
plans de projection. Si on le fait tourner autour de la 
trace qti, on remarquera que le point [///, «/] est, dans 
l’espace, sur une perpendiculaire à q/i , à une distance 
de ni égale à ni ni' ; de sorte qu’en élevant sur (/[! la 
perpendiculaire ni M égale à m/n", le point M appartien- 
dra à la courbe cherchée. La même construction fait 
connaître autant de points qu’on veut , et on trouve 
ainsi la courbe ABC... Pour avoir la tangente à cette 
courbe au point M, il suffît d’observer que dans le ra- 
battement la ligne <pi se place , sans changer de gran- 
deur, en z/N perpendiculairement à yy/; de sorte qu’en 
tirant MN on a la tangente au point M. 

Si on veut faire tourner le plan pq/i autour de sa trace 
horizontale pq, on mène mr perpendiculaire à pq, puis 
on imagine, dans l'espace, une droite entre le point r et 
le point f ni, ni] : cette droite est perpendiculaire à pq, 

VI 
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et elle est projetée en vraie longueur sur qni\ donc on 
prolongera mr d’une quantité et le point M f 

sera un point de la courbe rabattue sur le plan horizontal. 
Une construction semblable peut se faire pour tous les 
points. Quant à la tangente, elle ne cesse point de passer 
en n, et on l’obtient en tirant la droite nM'. 

Ou n’a pas toujours un espace assez étendu pour opérer 
l’un des deux rabattements ci-dessus : voici un moyen 
de parer à cet inconvénient. Par un point il\ convena- 
blement choisi sur qj!, concevez une perpendiculaire au 
plan vertical , laquelle sera tout entière dans le plan /><///, 
et aura pour projection horizontale une droite cU! per- 
pendiculaire à xj. Faites tourner le plan pqjJ autour de 
cette droite jusqu’à ce qu’il soit horizontal, et alors la 
courbe située dans ce plan se projettera en vraie gran- 
deur sur le plan horizontal. Or, cette projection est facile 
à construire. F.n effet, après la rotation du plan pq/J, la 
ligne qp' se place en uv parallèlement à xj, et en même 
temps le point \m,ni\ décrit parallèlement au plan ver- 
tical un arc dont la projection verticale est l’arc m'm x 
tracé du centre <1 , et dont la projection horizontale est 
sur mr parallèle à xy, donc en menant sur xj, par le 
point m t , une perpendiculaire m t M rr terminée à mr, on 
aura la projection du point [/«, m f ] , tel qu’il est situé 
quand la courbe est devenue horizontale. En appliquant 
la même construction aux autres points , on trouve la 
courbe A"B V C" 

Le point de contact est maintenant en M". Pour avoir 
la tangente, on peut, au moyen de la même construc- 
tion, en déterminer un second point, N". Maison peut 
encore remarquer que le point où elle coupe l’axe, au- 


Digitized by Google 


LIGNES COURBES AVEC LEURS TANGENTES. 179 
tour duquel se fait la rotation , n’a pas dû changer de 
position. Or, il était d’abord projeté en o, à la rencontre 
de mn avec d'd ; donc la tangente au point M" doit 
passer en o. 

Développement. En considérant un cylindre comme 
un prisme d’une infinité de faces, on voit sur-le-champ 
que si on développe cette surface sur un plan, toute sec- 
tion perpendiculaire aux arêtes devient une droite à la- 
quelle les arêtes restent encore perpendiculaires, et que 
les longueurs comprises sur ces arêtes, entre la section 
perpendiculaire et la section oblique, ne doivent pas 
changer. Donc, après avoir divisé la courbe abc... en 
plusieurs arcs ai , bc , cd,... on prendra sur une droite 
les distances 3$, py, yà,... respectivement égales à ces 
arcs , puis on élèvera sur cette droite les perpendiculaires 
aa', Pp', y/,-., égales aux portions d’arêtes dont les véri- 
tables longueurs sont dans le plan vertical en d'd, U'U , 
d'd,... La courbe ainsi produite par le développement 
du cylindre sera a'P'y'... 

Supposons que le point \_11t, /«'] soit devenu 11, et re- 
marquons que dans le développement les éléments de la 
courbe , et par conséquent les tangentes , ne changent 
pas d’inclinaison à l’égard des arêtes. Or la tangente au 
point [m, /«'] passe en 11 , et l’angle de cette tangente 
avec l’arête du cylindre fait partie d’un triangle rectangle 
dont nui est la base et ni' ni la hauteur; doncsi on prend, 
du côté convenable, pv — mn, et si on joint dv, on aura 
la tangente à la nouvelle courbe a'P'y'.... 

Remarques. Dans l’épure, la courbe abc... est un 
cercle; mais l’explication précédente n’en est pas moins 
générale. Par conséquent, quelle que soit la courbe 
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fû)c..., il devra toujours arriver que les tangentes en m 
et M', aux courbes abc. . . et A'B'C'. . . , coupent la trace 
pt] au même point n, ou bien , ce qui est la même chose , 
que les tangentes en m et aux courbes abc... et 
A"B"C". . . , coupent la droite d"d au même point o. De 
là ce théorème remarquable : 

Si on coupe un cylindre quelconque par plusieurs 
plans passant par une droite perpendiculaire aux géné- 
ratrices, et qu’on rabatte toutes les sections sur un seul 
plan en les faisant tourner autour de cette droite, les 
tangentes à ces différentes courbes, aux points situés 
sur une perpendiculaire à la droite commune , iront 
rencontrer cette droite au meme j toint . 

Cette propriété est analogue à celle qui est si connue 
pour les ellipses décrites sur un axe commun; et elle n’a 
lieu à l’égard de ces ellipses que parce qu elles sont les 
intersections d’un même cylindre par des plans disposés 
comme l’exige l’énoncé ci-dessus. 

118. Problème II Intersection d’un cylindre quel- 
conque par un plan perpendiculaire h ses génératrices. 

Projections. Supposons que la trace horizontale du 
cylindre soit abc... (fig. II), et qu’on ait déterminé les 
limites des projections de ce cylindre comme dans le 
n° 76. Le plan coupant étant perpendiculaire aux géné- 
ratrices , ses traces doivent être perpendiculaires aux pro- 
jections de ces lignes : supposons que ce soient pq et qjl . 
I^a question est d’abord de trouver les projections de la 
section faite dans le cylindre, laquelle prend ici le nom 
de section droite à raison de ce que le plan coupant est 
perpendiculaire au cylindre. 
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Il faut, selon ce qui a été dit u° 109, chercher les in- 
tersections des génératrices du cylindre avec le plan />(//>'. 
( .'onsidérons, par exemple, lagénératrice [r/e, </V], et ima- 
ginons un plan vertical par cette droite. La projection 
horizontale de l’intersection de ce plan avec j/q/J est r/e, 
et on a un point de la projection verticale en abaissant 
h/l perpendiculaire à xy. Pour en avoir un autre , je 
mène, par un point quelconque [z, s'], de la trace q/t, 
une parallèle [zo, zV] à pq; il est évident que la l’en- 
contre o, de zo avec ae , est la projection horizontale 
d’un point commun aux deux plans. De là on conclut 
la projection verticale r/ de ce point, et ensuite tid qui 
est celle de la droite suivant laquelle se coupent les deux 
plans. C’est donc la rencontre de dé avec Hd qui fera 
connaître la projection verticale é d’un point de la sec- 
tion droite, et par suite la projection horizontale r. 

En menant comme ci-dessus des plans verticaux par 
différentes génératrices, ils coupent le plan pq// suivant 
des droites parallèles entre elles , et dont par conséquent 
les projections verticales sont parallèles à tld. Les inter- 
sections de ces parallèles avec les projections verticales 
des génératrices déterminent des points aussi rapprochés 
qu’on voudra , de sorte que les projections de la section 
droite doivent être regardées comme connues. 

Supposons qu’on veuille la tangente à la section au 
point [///, /?/]. Parle pied k de la génératrice qui contient 
ce point, menez kr tangente à la base; kr sera la trace 
horizontale du plan tangent au cylindre. Or, la tangente 
demandée est à la fois dans ce plan et dans le plan //<///; 
donc le point /’, où kr rencontre qp , appartient à cette 
tangente; donc ///./• est la projection horizontale de la 
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tangente. Pour en avoir la projection verticale r on 

abaisse /•/•' perpendiculaire sur xp et on tire //tV. 

Vraie grandeur. Faisons tourner le plan pqd autour 
de pq pour l’appliquer sur le plan horizontal. Puisque rnn 
est perpendiculaice à pq, la droite qui, dans l’espace, 
joint le point \jn, /ra f ] au point n est perpendiculaire 
aussi à pq, et elle le sera encore après le rabattement ; 
donc , si on construit sa vraie longueur pour la porter 
en nM sur le prolongement de n/n , le point M appar- 
tiendra à la courbe rabattue. En répétant cette construc- 
tion on détermine la courbe EFG. . . Quant à la tangente, 
elle ne cesse point de passer en r, et par conséquent , 
après le rabattement, elle sera rM. 

Développement. Quand On développe le cylindre sur 
un plan, il est clair que la section droite EFG... devient 
une ligne droite, et que les distances comprises sur les 
génératrices, entre cette courbe et la base abc..., ne 
changent pas. Or, ces distances sont faciles à trouver 
puisqu’on connaît leurs projections; donc, après avoir 
pris sur une droite quelconque des intervalles eq, <py,.. . 
respectivement égaux aux arcs EF, FG,... on élèvera 
les perpendiculaires eA, eB, yC,... égales à ces dis- 
tances , et on aura ainsi la courbe ABC. . . qui provient 
de abc. . , par l’effet du développement. 

Supposons que l’ordonnée u.K corresponde à la pro- 
jection mk, et qu’on demande la tangente au point K de 
la courbe ABC... On remarquera qu’il y a dans l’espace 
un triangle rectangle dont la projection est krni, dont 
l’hypoténuse est kr, dont un côté est égal à /'M, et un 
autre égal à uK. Or la tangente demandée doit faire 
avec u K le môme angle que kr avec la génératrice du 
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cylindre : o’est pourquoi l’on prendra pps=Mr, et pK. 
sera la tangente demandée. 

Remarque . Lorsque la section est oblique aux géné- 
ratrices , on trouve les projections de la courbe et de la 
tangente par des constructions semblables aux précé- 
dentes. Mais, pour rabattre la courbe sur le plan hori- 
zontal, il faut tracer les projections et construire les 
vraies grandeurs des perpendiculaires abaissées, des dif- 
férents points de cette courbe , sur la trace horizontale 
du plan coupant. Quant au développement du cylindre, 
pour l’effectuer, il faudra chercher préalablement la sec- 
tion droite, et la développer en ligne droite, comme on 
l’a fait plus haut : les points de la section oblique devant 
toujours rester aux mêmes distances de la section droite , 
il sera facile de les rapporter dans le développement. 

» . 'A \- 'i Ai i J rsAti'i î/j’- - , .* 

1 1 9. Problème III. Section d un cüne par un plan 
perpendiculaire au plan vertical . 

Projections. 11 est évident que la projection verticale 
de la section se confond avec la trace verticale du plan 
coupant pqj} (fig. III). Soient ont , dm', les projections 
d’une génératrice quelconque du cône , il est facile de 
trouver les projections n, n', de son intersection avec le 
plan pqjJ’, et, en répétant la construction pour autant 
de génératrices qu’on voudra , on obtiendra la projec- 
tion horizontale efg... de la section conique. 

Le cône représenté dans l’épure est droit et à base cir- 
culaire , son axe est vertical , et les deux génératrices pa- 
rallèles au plan vertical sont projetées , l’une en ou, dal, 
et l’autre en od, o'd'. Dans ce cas , on peut encore ob- 
tenir les points de la courbe efg... en coupant le cône 
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par des plans horizontaux : soit ///' la trace verticale d’un 
tel plan. Ce plan coupe le cône suivant un cercle dont la 
projection horizontale est un cercle décrit du centre o sur 
un diamètre égal à /iV; et il coupe le plan jx/jJ suivant 
une perpendiculaire au plan vertical, de laquelle on 
obtient facilement la projection horizontale nn t . Les 
points n et //,, oii cette perpendiculaire coupe le cercle, 
appartiennent à la projection horizontale de la section 
conique. D’autres plans horizontaux feront trouver 
d’autres points. Il n’est pas inutile de remarquer que 
les points situés sur la ligne oc/', perpendiculaire à xy, 
peuvent être donnés par cette construction, tandis qu’ils 
échappent à la première. 

Pour avoir la tangente au point // de la courbe efg..., 
menez à la hase du cône la tangente ////•, qui est la trace 
horizontale du plan tangent au point [//, //'] de la sec- 
tion conique. Le point r, où nir rencontre /></, appar- 
tient à la tangente qui serait menée à la section conique 
au point [«, «']; donc /// est la projection de cette tan- 
gente, ou ce qui est la même chose, nr est tangente à 
la projection efg.. - de la section conique (IIS). 

Vraie grandeur. Qu’on rabatte la courbe sur le plan 
vertical ou sur le plan horizontal, les constructions sont 
les mêmes que dans le problème précédent. Avec les 
données que nous avons choisies, on obtient une ellipse 
dont le grand axe est égal à ék . On en trouverait le 
petit axe en cherchant les points de la courbe qui ont 
leur projection verticale située au milieu de ék , ce qui 
ne peut offrir aucune difficulté. 

Développement. Dans l’hypothèse de la figure , c’est- 
à-dire en supposant Je cône droit, imaginez qu’on ouvre 
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ce cône suivant l'arête correspondante au point f/ et qu'on 
le développe sur un plan. Tous les points de la base abc... 
étant à une distance du sommet égale a dd devront se 
placer sur un arc de cercle décrit avec le rayon dd et 
intercepter entre eux, sur cet arc, des parties de même 
longueur que sur la circonférence abc... Soit«j3y... un 
arc décrit avec le rayon <ùx=dd : supposez que la cir- 
conférence abc... ait été préalablement divisée en arcs 
tels que ab, bc, . . . subdivisez ces arcs en parties assez pe- 
tites pour être regardées comme des lignes droites, et 
portez ces parties sur l’arc a(3y... Il est facile d’avoir, 
ainsi les arcs a(3, (3y,... qui seront sensiblement égaux , 
aux arc» ab, bc,... et il est clair que par l’effet du déve- 
loppement les génératrices correspondantes aux points 
a, b, c,... viendront coïncider avec oisc, co|3, oc/,... 

Les points de la section conique, situés sur ces géné- 
ratrices, ne doivent pas changer de distances par rap- 
port au sommet : or, il est évident que ces distances sont 
données sur la ligne dd, entre le point d et les paral- 
lèles menées à xjr par les projections d,f, ÿ 1 ,.. . ; donc, 
si on porte ces distances en ros, ûkj>, &)/,... on détermi- 
nera la courbe e<f %. . . , en laquelle se transforme la sec- 
tion conique après que le cône est développé. 

La tangente s’obtient, comme dans le cas du cylin- 
dre, en observant qu’avaul et après le développement, 
chaque élément de la section conique doit toujours faire 
le même angle avec la génératrice contiguë. Supposons, 
par exemple , que le point v corresponde au point [a/, d~] 
de la section conique. La tangente en ce dernier point 
est l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont un côté est 
mr, et dont l’autre côté, qui est projeté en /////, a pour 
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vraie grandeur pv; donc, si on élève à uv la perpendicu- 
laire up égale à mr, et si on joint les points v et p, la droite 
vp sera tangente à la nouvelle courbe sfy... 

Dans le cas d’un cône quelconque, le développement 
ne se ferait plus au moyen d’un secteur de cercle tel 
que «aa,. Alors ce qu’il y a de plus simple, c'est de par- 
tager la base abc... en parties très-petites, de regarder 
ces parties comme des lignes droites, et le cône comme 
une pvramide. On peut avoir facilement les trois côtés 
de chacune des faces de cette pyramide : en pourra donc 
construire toutes ces face* successivement, et obtenir ainsi 
le développement du cône. 11 est également facile d’avoir 
les distances du sommet du cône aux différents points 
de la section conique, et, par suite, de trouver la courbe 
produite dans le développement par cette section. Et 
quant à la tangente , on la détermine en construisant 
sur fxv un triangle obliquangle dont un côté p.p est en- 
core égal à mr, mais dont le troisième côté vp se conclut 
de ses deux projections tir et n'q. 

Remarque. C’est pour plus de simplicité que, dans 
l’énoncé , on a supposé le plan coupant perpendiculaire 
au plan vertical. En lui donnant une position quel- 
conque les constructions deviennent plus compliquées, 
sans être plus difficiles. 

120. Problème IY. Intersection d’un cône et d'un 
plan, dans le cas où la courbe d’intersection a des 
asymptotes. 

Le plan coupant pqji (fig. IY) étant toujours perpen- 
diculaire au plan vertical , supposons qu’un plan paral- 
lèle drrim , mené par le sommet, coupe le cône suivant 
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les deux génératrices [ oui , o'/w'] et [on , dm i'] . Les géné- 
ratrices très-voisines de celles-ci sont encore rencontrées 
par le plan y*///, mais elles le sont à des distances très- 
grandes; de sorte que celles qui sont dans le plan rnm'd 
doivent être considérées comme rencontrées en des points 
infiniment éloignés. De là on conclut que la section co- 
nique doit avoir des branches infinies. D’ailleurs, toutes 
les constructions du problème précédent doivent se répé- 
ter ici. Dans l’épure, c’est encore un cône droit qu’on 
a pris pour exemple, et la section est une hyperbole. On 
n’en a fait le rabattement que sur le plan vertical , et on 
n’a développé que la nappe inférieure du cône. 

L’objet principal que nous nous proposons est de dé- 
terminer les asymptotes de la courbe, c’est-à-dire, en 
d’autres termes, les tangentes aux points infiniment 
éloignés, lesquels sont situés sur les génératrices paral- 
lèles au plan pqji ■ Or, si on imagine qu’une tangente 
quelconque ait été menée à la courbe et que le point de 
contact s’éloigne indéfiniment, cette tangente, à la li- 
mite, deviendra une asymptote; par conséquent on doit 
appliquer à la détermination des asymptotes exactement 
les mêmes constructions que pour toute autre tangente , 
et c’est ce que nous allons faire. 

La tangente en un point quelconque de la section co- 
nique est l’intersection du plan pqj! avec le plan tangent 
mené au cône, suivant la génératrice qui contient le 
point de contact (1 13). C’est pourquoi je mène, à la 
base abc . . . , les tangentes mr et ns, qui seront les traces 
horizontales des plans tangents passant par les généra- 
trices sur lesquelles sont les points de la courbe situés à 
l’infini (79); et les points r et s, où ces traces rencou- 
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tient pq, appartiennent aux asymptotes. Alors, pour 
avoir les asymptotes, on doit joindre ces points aux points 
de contact, c’est-à-dire qu’il faut mener, par les points 
/•et s, des parallèles aux génératrices [om , o'm'j et 
[on, dm ' ] ; par conséquent , en menant ri\ et ss, paral- 
lèles à om et on, on a les projections horizontales des 
asymptotes. Ensuite, on en conclut aisément les asymp- 
totes RR, , SS, , à la courbe rabattue en vraie grandeur ; 
et aussi les asymptotes 0p , Oc , à la courbe produite dans 
le développement par la section conique. 

• «•* rr* m.rj-srîv»*.* 'i f Wît't; . 

121 . Problème V. Section d’une surface de révo- 
lution par un plan. On appliquera les constructions 
à la surface gauche de révolution. 

Menez une suite de plans perpendiculaires à l’axe et 
aussi rapprochés que vous voudrez : chacun d’eux cou- 
pera le plan donné suivant une droite, et la surface de 
révolution suivant un cercle. Les points communs à 
la droite et au cercle appartiendront à l’intersection 
cherchée. 

Je prendrai la surface gauche de révolution pour 
exemple, ainsi que le prescrit l’énoncé, et je choisirai les 
données comme l’indique la figura Y. L’axe est vertical, 
sa projection horizontale est le point o, et sa projection 
verticale est la ligne dtf\ la génératrice, prise dans la 
position où elle est parallèle au plan vertical, a pour 
projections ab et dU , ou bien ac et dé ; enfin le plan 
coupant pqp est perpendiculaire au plan vertical. Selon 
la position de ce plan, la section peut être une ellipse, 
ou une hyperbole, ou une parabole; et il y a un moyen 
facile de reconnaîtra laquelle de ces trois courbes on doit 
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avoir. D’après le scolie II du n° 70, on transportera la 
génératrice de la surface gauche parallèlement à elle- 
même en un point de 1 ’axe, par exemple, au point pro- 
jeté en a' j on supposera alors qu’elle décrit un cône 
autour de l’axe; on mènera par le sommet un plan pa- 
rallèle au plan donné; et, selon que ce plan parallèle 
coupe le cône en un point, ou suivant deux droites, ou 
suivant une seule, on juge que la section cherchée est 
une ellipse, une hyperbole, ou une parabole. Dans le cas 
de la figure, c’est une ellipse qu’on doit trouver. 

Si on mène or parallèle à xjr, il est clair que la droite 
projetée en or et o'q divise la courbe cherchée en deux 
parties symétriques, c’est-à-dire qu’elle est un axe de la 
courbe : je vais déterminer d’abord les points de la 
courbe qui sont situés sur cet axe et qu’on nomme sorti- * 

ntets. Imaginez que la ligne [or, o'/f\ engendre un cône 
droit autour de l’axe de révolution; chaque sommet dé- 
crit un parallèle de la surface gauche et se transporte 
successivement sur toutes les génératrices de cette sur- 
face. Quand il est sur la génératrice [cib, la ligne 

[or, drf] doit être dans le plan conduit par cette généra- 
trice et par le point [o, d\ Or, en menant la parallèle 
; oz , o'zT] à [ob, «7/] , on trouve pour ce plan la trace 
horizontale bz , qui rencontre en a et en r le cercle décrit 
avec le rayon or : de là on conclut que la ligne \or, dq ~\ , 
en tournant, peut occuper dans ce plan deux situations 
différentes , lesquelles ont pour projections horizontales 
ou et or. Alors elle coupe la génératrice [ ab , <•///] en des 
points projetés en det e\ et ces points sont les positions 
que les sommets cherchés doivent occuper sur cette gé- 
nératrice. Il n’y a donc plus qu’à faire tourner ou et or 
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pour ramener les points u et v en r; et alors cl et e iront 
prendre position en f et g, les points /'et g seront les 
projections horizontales des sommets cherchés , et on en 
conclura les projections verticales /' et g 1 . 

C’est entre ces deux sommets que doivent être menés 
les plaus horizontaux qui servent à trôuver les points de 
la courbe. Soit, par exemple, /il 1 la trace verticale d’un 
de ces plans : on détermine facilement les projections 
horizontales, {ih k et/, de ses intersections avec le plan pqp\ 
et avec la droite [ci/j, dlT\. Donc, en décrivant une cir- 
conférence du centre o avec le rayon ai, ou aura la pro- 
jection horizontale du cercle suivant lequel le plan auxi- 
liaire coupe la surface gauche. Les points h, /j,, où cette 
circonférence est rencontrée par la ligne /*//,, appartien- 
nent à la projection horizontale de la courhe cherchée. 

Pour avoir la tangente en un point quelconque [h, A'J, 
on détermine, par la méthode connue n° 97, la trace 
horizontale j£du plan tangent à la surface; le point t, ou 
cette trace coupe pep appartient à la tangente, et en joi- . 
gnant th on a la projection horizontale de cette tangente. 

Quant au rabattement, il se trouve comme dans les • 
problèmes précédents : c’est la courbe FHGH,. 

Remarque. La construction employée pour détermi- 
ner les sommets mérite d’être soigneusement remarquée. 
Elle donne la solution de cette question : Trouver les 
points d’intersection d’une surface gauche de révolution 
avec une droite quelconque menée par un poiut de l’axe. 

122. Problème VI. Section de la surface gauche 
de révolution par un plan , dans le cas où cette section 
est une hyperbole. Détermination clés asymptotes. 
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Le moyen de reconnaître si la section est une hyper- 
bole a été indiqué : je suppose que ce cas soit celui de la 
figure VI et que d’ailleurs les données aient la même 
disposition que dans la précédente. La droite [or, or[\ 
est encore un axe de la courbe d’intersection ; on déter- 
mine de la même manière les sommets [f,J'[\ et jj*, p '\ , 
et c’est en dehors de ces points qu’on doit mener les 
pians horizontaux dont on se sert pour trouver des 
points de la courbe. 

La seule particularité propre au cas qui nous occupe 
est la détermination des asymptotes, c’est-à-dire des tan- 
gentes dont le contact est à l’infini. Or, un point quel- 
conque de la courbe résulte de l’intersection du plan 
donné pqpl avec une génératrice de la surface , et on 
obtient la tangente en prenant l’intersection du plan 
tangent en ce point avec le plan pq pi. Ces constructions 
sont donc celles qu’il faut appliquer aux points situés à 
l’infini. Ces points étant donnés par les génératrices qui 
sont parallèles au plan pq/J, il faut d’abord déterminer 
ces lignes. 

La construction employée pour reconnaître que la 
section est une hyperbole facilite cette détermination. 
Supposons que le point [ o , ti~\ soit le sommet du cône 
décrit autour de l’axe par une parallèle à la génératrice 
[ab, dü\ , et que a'm'/n soit le plan mené par le sommet 
parallèlement à pqjJ ; c’est parce que ce plan coupe le 
cône suivant deux droites qu on est assuré que le plan 
donné rencontre la surface gauche suivant une hyper- 
bole (70). Traçons la base du cône, et déterminons les 
projections horizontales om et on de ces deux droites. 
Chaque génératrice de la surface gauche doit avoir sa 
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parallèle sur le cône (68); donc celles qui sont paral- 
lèles au plan pqqi le sont aussi aux deux droites dont il 
s’agit; donc on aura leurs projections horizontales en 
menant des tangentes au collier respectivement paral- 
lèles à om et à on. 

Maintenant qu’on connaît sur la surface gauche les 
génératrices qui sont rencontrées par le plan pqj / en des 
points infiniment éloignés, il faut, pour avoir les asymp- 
totes , appliquer à ces points les constructions générales 
qui servent à trouver une tangente quelconque. Les deux 
génératrices dont les projections sont parallèles à ont 
doivent être considérées comme concourantes à l’infini, 
et les points h et i, où elles percent le plan horizontal, 
déterminent la trace horizontale hi du plan tangent au 
point de concours. La tangente à l’hyperbole en ce point, 
ou, en d’autres termes, l’une des asymptotes cherchées 
est l'intersection de ce plan tangent avec le plan pqjJ ; 
donc le point s , où hi rencontre pq , appartient à cette 
asymptote. Pour avoir cette asymptote, il reste à joindre s 
avec le point de contact, c’est-à-dire qu'il faut mener 
une parallèle aux génératrices qui contiennent ce point; 
donc la droite ss t , parallèle à om, est la projection ho- 
rizontale de l’une des asymptotes. Semblablement, on 
trouve tt„ pour celle de l’autre asymptote. Les projec- 
tions verticales de ces lignes sont sur qj) , et leurs rabat- 
tements sont SS, et Tl',. 

Remarques. Les points m , h, i sont en ligne droite; 
et la raison en est que les trois droites parallèles qui 
aboutissent à ces points rencontrent le plan du collier 
sur un même diamètre. Sur quoi l’on peut remarquer 
que les plans tangents à la surface gauche ont pour li- 
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mites les plans tangents au cône. Les points n, k, l sont 
aussi en ligne droite. 

En rapprochant suffisamment le plan pqj/ du point ci, 
il couperait le cercle du collier, et alors les branches 
de l’hyperbole ne seraient plus rencontrées par la droite 
[or, dq\. Si fini 1 parallèle à <Jq coïncidait avec c/d ou avec 
ci//, la section serait une parabole. Ces cas n'offrant au- 
cune difficulté , je ne m’arrête pas à les développer. 

Intersections des surfaces courbes entre elles. 

123. Problème VII. Intersection de deux cylindres . 

On prendra les plans auxiliaires parallèles aux géné- 
ratrices des deux cylindres , parce qu’alors chacun de ces 
plans ne pourra couper les cylindres que suivant des gé- 
nératrices , d’où il suit que les points de l’intersection 
demandée seront donnés par des rencontres de lignes 
droites. Si donc, par un point [ci, a'] pris à volonté 
(fig. VII-1 ), je mène des parallèles aux génératrices des 
deux cylindres, et si je construis la trace horizontale bc 
du plan de ces droites, les traces des plans auxiliaires 
devront être parallèles à bc. 

Supposons qu’une de ces traces rencontre les bases 
des cylindres en d, c , f, g\ on est certain que les géné- 
ratrices qui passent par ces points sont situées dans un 
même plan , et, par suite, que les points où leurs projec- 
tions se coupent appartiennent aux projections de l’inter- 
section des deux cylindres. En conséquence, je construis 
les projections horizontales de ces génératrices, ce qui 
détermine quatre points h, i, k, /; puis je construis les 
projections verticales de ces génératrices , ce qui déter- 
mine les quatre points H, i', li, et l’on a ainsi les pro- 

13 
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jections de quatre points appartenant à l’intersection de- 
mandée. Remarquez en passant que si on joignait/* et H, 
i et i', k et U, l et P, on aurait quatre perpendiculaires 
à .xj'. De nouveaux plans auxiliairesdéterminerontautant 
d’autres points qu’on voudra, et par suite on connaîtra 
les projections de l’intersection des cylindres. 

Pour avoir les projections de la tangente en un point 
quelconque, on remarquera que cette tangente appar- 
tient à la fois aux deux plans tangents menés par ce 
point à chacun des cylindres, et que par conséquent 
elle est leur intersection. Supposons qu’il s’agisse du 
point [«, «'] déterminé par deux génératrices qui cou- 
pent les bases en m et p ; on mènera à ces bases les 
tangentes mq et ]>q, qui seront les traces horizontales 
des deux plans tangents, puis on joindra le point n au 
point q où ces traces se rencontrent : la ligne nq sera 
la projection horizontale de la tangente cherchée. On 
en aura la projection verticale en projetant le point q 
en cf sur xy, et en tirant rit/. 

Remarque. Parmi tous les cas que peut présenter l’in- 
tersection des cylindres , deux principaux sont à distin- 
guer : la pénétration et V arrachement. Dans le premier, 
toutes les génératrices d’un cylindre entrent dans l’autre, 
et alors il y a courbe d’entrée et courbe de sortie; dans 
le second, une partie seulement des génératrices de 
chaque cylindre va rencontrer l’autre cylindre. Voici 
comment on reconnaît quel cas doit avoir lieu. 

Imaginons qu’on ait mené à la base de chaque cylindre, 
parallèlement à bc, deux tangentes qui comprennent 
toute cette base, et supposons d’abord, comme cela 
arrive dans la fig. VI1-1, que les tangentes rs et uv à 
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l’une des bases aillent couper l’autre base. Les plans 
auxiliaires dont les traces sont rs et uv renferment entre 
eux tout le premier cylindre ; mais ils ne comprennent 
sur le second que les portions de surface correspondantes 
aux arcs sev et tdz. Or, il est clair que le premier cy- 
lindre rencontre ces deux portions de surface et qu’il 
traverse l’intervalle qui les sépare; donc il y a pénétra- 
tion du second cylindre par le premier. 

Supposons en second lieu , comme cela arrive dans la 
fig. VII-2, que chaque base soit coupée par une des 
tangentes à l’autre base. Alors les plans auxiliaires con- 
duits suivant les tangentes rs et uz comprennent, sur 
les cylindres , les portions de surface qui s’appuient sur 
les ares urv , szt ; et il est évident que ces portions se 
rencontrent mutuellement, tandis que les portions ex- 
térieures n’ont aucun point commun : dans ce cas on dit 
qu’il y a arrachement. 

Les constructions qu’on vient d’indiquer, pour juger 
s’il y a pénétration ou arrachement, déterminent les 
génératrices de chaque cylindre qui servent de limites à 
la courbe d’intersection. Ainsi, dans la fig. VII-1 , la 
courbe d’entrée est limitée aux génératrices qui passent 
aux points s et v, et la courbe de sortie l’est à celles qui 
passent aux points t et z. Dans la fig. VII-2, la courbe 
d’intersection a pour limites, sur l’un des cylindres, les 
génératrices élevées en u et en v, et sur l’autre, celles 
qui passent en s et en t. Au reste, la construction gé- 
nérale donnée plus haut , pour trouver une tangente 
quelconque, montre qu’en effet ces génératrices sont 
tangentes à la courbe d’intersection. Par exemple, ima- 
ginons qu’on mène les plans tangents aux deux cylindres, 
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l’un par le point r, l’autre par le point t. Le premier 
se confond avec le plan auxiliaire dont la trace est r/; 
donc il va couper le second suivant la génératrice qui 
passe en t\ donc cette génératrice est tangente à la 
courbe d’intersection. Par suite, les projections de cette 
génératrice sont aussi tangentes à celles de la courbe, 
ainsi que l’indique la ligure. 

124. Problème VIII. Intersection de deux cônes . 

En menant une suite de plans par la droite qui joint 
les deux sommets , chacun de ces plans coupera les cônes 
suivant des droites dont les intersections feront con- 
naître des points de la courbe demandée. La tangente 
en un point quelconque de cette courbe sera l’intersec- 
tion des plans tangents aux deux cônes. 

Supposons que les données soient celles de la fig. VIII, 
et convenons de nommer petit cône celui dont la base 
est moindre, et grand cône celui dont la base est plus 
grande. Soit c le point où la droite [«Z», dV\ qui joint 
les sommets, perce le plan horizontal : les traces hori- 
zontales des plans auxiliaires passeront toutes par ce 
point. Menons à la petite base les tangentes cd et ce , 
qui coupent la grande en f, g , h , i. Tous les plans auxi- 
liaires dont les traces horizontales sont comprises entre 
ces tangentes, comme l’est cm, rencontrent les deux 
cônes, et déterminent des points communs à ces sur- 
faces; mais les plans dont les traces sont en dehors des 
deux tangentes n’en peuvent pas déterminer. Il suit de 
là que l’intersection demandée se compose de deux par- 
ties distinctes : l’une située sur la portion du grand cône 
correspondante à l’arc frnrg, et l’autre sur la portion 
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correspondante à ki. Dans l’épure on ne s’est occupé 
que de la première. 

I/es points a et b étant les projections horizontales 
des sommets, les droites ad et bf, ae et bg, sont celles 
des génératrices suivant lesquelles les cônes sont coupés 
par les plans auxiliaires qui ont pour traces c^et cg (on 
néglige la partie hi ); par conséquent , les points de ren- 
contre t et u appartiennent à la projection horizontale 
de la courbe d'intersection des deux cônes. De plus , 
on remarquera que cette courbe étant limitée, sur le 
grand cône, aux génératrices projetées sur bf et bg, doit 
avoir ces droites pour tangentes, et que par suite la 
projection horizontale de cette courbe a elle-même bj 
et bg pour tangentes. 

Si maintenant on considère un plan auxiliaire quel- 
conque, tel que celui dont la trace cm coupe les bases 
en k, l , ai, il détermine, dans les cônes, les génératrices 
qui ont pour projections horizontales ak, al, bm \ donc 
les intersections n et o, de bm avec ak et al, seront des 
points de la projection horizontale de la courbe cher- 
chée. En répétant ces constructions on obtient cette 
projection aussi exactement qu’on veut. 

L’autre projection se trouve en construisant les pro- 
jections verticales des génératrices déterminées par les 
plans auxiliaires. Ainsi , en' faisant les projections verti- 
cales dd etdf, dé etô'g 7 , on obtient les points t 1 ?\d qui 
correspondent à t et u, et dans lesquels la projection 
verticale de la courbe a pour tangentes df et Vf. Ainsi 
encore, les projections dk J , dl', dm! font connaître les 
points d et d. 

La tangente à la courbe est facile à trouver. Soit le 
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point [p, //] déterminé par l’intersection des généra- 
trices projetées en aq et br : on mènera aux bases les 
tangentes qs et rs, qui sont les traces des plans tangents 
aux cônes, au point que l’on considère; puis on joindra 
le point s , où elles se coupent , avec le point p. La droite 
sp sera la projection horizontale de la tangente au point 
j jj , //] : pour en avoir la projection verticale , on abais- 
sera sé perpendiculaire à xy et on joindra ///. 

Si on applique ces constructions aux points [t, et 
[«, ü~\ , on retombe sur les droites [bt, et [bu, dti], 
ainsi que cela doit être. 

123. Problème IX. Deux cônes étant donnés , on 
propose de reconnaître si la courbe d’intersection a des 
branches infinies , et, dans ce cas, de déterminer les 
asymptotes , lorsqu’il en existe. 

Prenons les données de la fig. IX dans laquelle les 
bases des cônes sont dmne, fhig. Pour que l’intersection 
ait des branches infinies, il faut qu’en menant les plans 
auxiliaires par les deux sommets on puisse en trouver 
un, ou plusieurs, qui rencontre les cônes suivant des 
génératrices parallèles. Donc, si on déplace l’un de ces 
cônes, le petit par exemple, de manière que ses géné- 
ratrices demeurent parallèles à elles-mêmes et que son 
sommet vienne coïncider avec celui du grand, il devra 
arriver alors que les deux cônes aient une ou plusieurs 
génératrices communes. Or, pour qu’il en soit ainsi, il 
faut et il suffit que leurs traces horizontales se rencon- 
trent; cherchons donc quelle devient la trace du petit 
cône après sa translation. 

Supposons qu’on ait mené les traces d’autant de plans 
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auxiliaires qu’on voudra, imaginons qu’un polygone ait 
été formé en joignant les points où elles coupent la base 
du petit cône, et considérons, au lieu de ce cône, une py- 
ramide ayant ce polygone pour base et même sommet que 
le cône. Quand on effectue le déplacement dont il s’agit, 
les arêtes de la pyramide, qui se trouvent dans les plans 
auxiliaires , se transportent parallèlement à elles-mêmes 
au sommet du grand cône, sans quitter ces plans. Les 
faces de cette pyramide continuent donc à être aussi 
parallèles à elles-mêmes , de telle sorte qu’elles détermi- 
neront sur le plan horizontal un polygone dont les côtés 
seront compris entre les traces des plans auxiliaires et 
dirigés parallèlement aux côtés du premier. Il suit de là 
qu’on pourra facilement construire ce polygone dès 
qu’on aura un seul de ses sommets. Or, supposons que 
soit l’intersection de la base du petit cône avec la trace 
cd d’un plan auxiliaire; en menant ad , et ensuite b3 
parallèle à ad, on détermine sur cette trace le point 3 
qui est un sommet du nouveau polygone : on peut donc 
achever ce polygone , et en joignant ses sommets par un 
trait continu on aura la trace horizontale du cône dé- 
placé. On n’a représenté qu’une partie de cette trace, 
et c’est la courbe 3klt. 

Comme cette courbe rencontre la base du grand cône 
en k et /, on conclut que les cônes proposés ont des 
génératrices parallèles, lesquelles sont contenues dans 
les plans auxiliaires dont les traces sont, ckm , cln; et 
dès lors on peut tracer leurs projections horizontales bk 
et am, bl et an. On n’a tracé sur la figure que les projec- 
tions verticales dni et dd, correspondantes à arn et an. 

Les asymptotes s’obtiennent en cherchant, parla mé- 
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thode générale, les tangentes aux points situés à l’infini 
sur la courbe d'intersection des deux surfaces : c’est-à- 
dire qu’il faut prendre l’intersection des plans tangents 
menés, respectivement aux deux cônes, suivant les gé- 
nératrices dont la rencontre détermine le point de con- 
tact. Or, les génératrices parallèles projetées en am et bk 
doivent être regardées comme déterminant deux points 
placés à l’infini; en conséquence, on mène aux bases 
les tangentes rnp, kp , qui se coupent en p, puis on tire pq 
parallèle à am, et parallèle à drri : ces droites, pq 
et jhj , seront les projections d’une première asymptote. 
Semblablement, si on mène les tangentes nr, Ir, et 
ensuite les lignes rs et /V parallèles à an et dd , on 
obtient les projections de la seconde asymptote. 

S’il n’a point été question jusqu’ici de construire l’in- 
tersection des deux cônes , c’est que le procédé à suivre 
est exactement le même que dans l’épure précédente. 
Pour se faire une idée juste des différentes parties dont 
cette intersection se compose, il faut encore mener les 
tangentes edf et ceg à la petite base , et distinguer sur 
le grand cône les deux portions de surface correspon- 
dantes aux arcs Jog, /t/d. Sur la première , on doit trouver 
une courbe fermée analogue à celle de l’épure VIII, et 
nous la négligeons ici. L’autre portion, qui répond à 
l’arc h/d, détermine, par son intersection avec le petit 
cône, deux branches infinies séparées l’une de l’autre 
par les deux asymptotes. L’une de ces branches est com- 
prise sur la partie de ce cône correspondante au petit 
arc nui, et l’autre sur celle qui répond au grand arc 
mden. Cette dernière branche est la seule dont on ait 
construit les projections dans l’épure. 
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-126. Problème X. Intersection île (leur surfaces 
île révolution dont les axes se rencontrent. 

La question est facile quand les axes des deux sur- 
faces sont parallèles : car alors on peut mener une suite 
de plans perpendiculaires à ces deux axes, et chacun de 
ces plans coupe les surfaces suivant des cercles dont les 
pointsd’intersection appartiennent à la courbe cherchée. 
11 n’en est plus ainsi lorsque les axes ont des directions 
quelconques, parce que les plans perpendiculaires à l’un 
d’eux, ne le seraient point à l’autre. Cependant, si les 
axes se rencontrent , et c’est le cas qui est proposé , on 
peut encore construire les points de la courbe par des 
intersectionsde cercles, en coupant les deux surfaces don- 
nées, non par des plans, mais par des sphères qui aient 
leurs centres au point de concours des deux axes. Il est 
clair en effet que chacune de ces sphères détermine, 
dans les deux surfaces, des circonférences de cercle, et 
que les points communs à ces circonférences appartien- 
nent à l’intersection des deux surfaces. 

Pour donner aux constructions toute la simplicité pos- 
sible , je supposerai que le plan vertical est parallèle au 
plan des deux axes, et que le plan horizontal est per- 
pendiculaire à l’un d’eux. De cette manière, les axes ont 
pour projections horizontales, l’un, un point unique a 
(fig. X), et l’autre , une parallèle ab h xy; la projection 
verticale du premier est une perpendiculaire a' a! 1 à xy, 
maiscelledu second peut avoir une direction quelconque, 
telle que dti. Quant aux deux surfaces, regardons comme 
données les projections verticales, Hdéd' et /l'il'i'd 11 , des 
méridiens contenus dans le plan des axes. 

Cela posé , décrivons du pointa' un cercle quelconque 
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dd'd'd" , lequel coupe les projections des deux méridiens 
en d et d 1 , d! et d!' : puis imaginons une sphère de même 
rayon ayant son centre au point de concours des deux 
axes. Cette sphère est coupée par le plan des axes sui- 
vant un cercle, qui a pour projection verticale le cercle 
dd'd'd" ; et les points d et d', d ' et d", sont les projec- 
tions verticales des points communs à ces méridiens et 
à la sphère. En faisant tourner autour de son axe le 
méridien de la première surface donnée, il est clair que 
les points projetés en d, d ', décrivent un cercle hori- 
zontal dont la projection est dd\ et qui est à la fois sur 
la sphère et sur la première surface . Pareillement la droite 
cl'd" est la projection d’un cercle commun à la sphère et , 
à la deuxième surface. Le point ri, où les droites dd' et 
d'd" se rencontrent, étant dans l’intérieur du cercle 
dd'd'd " , il s’ensuit que la perpendiculaire élevée au plan 
vertical par ce point, coupe la surface de la sphère en 
deux points qui appartiennent aux deux cercles dont il 
s’agit, et qui par conséquent font partie de l'intersec- 
tion des deux surfaces données. Ces points ont tous deux 
la même projection verticale ri\ et, pour obtenir leurs 
projections horizontales n et n t , on fait la projection 
horizontale du parallèle correspondant à dd', puis on 
mène n'n perpendiculaire à xy. En traçant du centre 
ci d’autres cercles dans le plan vertical , et répétant pour 
chacun d’eux les mêmes constructions que pour dd'd'd" , 
on obtient autant de points qu’on veut de l’intersection 
cherchée. 

Si on veut avoir les points qui se trouvent sur un 
parallèle donné, par exemple sur celui qui est projeté 
en dd', il faut décrire du point ci le cercle qui passe 
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par les points d, d', et faire ensuite les constructions 
qu’on vient d’expliquer. On obtient ainsi les limites o 
et o, de la projection horizontale. 

Comme les méridiens projetés sur le plan vertical en 
Héi ] et fid’i' sont dans un même plan , il s’ensuit que les 
points H et ÿ doivent appartenir à la projection verticale 
de l’intersection des deux surfaces. Les projections ho- 
rizontales correspondantes h et i sont situées sur la 
ligne abi 

Jusqu’ici la tangente en un point donné sur l’inter- 
section de deux surfaces courbes a été déterminée au 
moyen de deux plans tangents; mais on a remarqué, 
n° 114, qu’elle l’est aussi par la condition d’être per- 
pendiculaire au plan des normales menées, par le point 
donné, à chacune des deux surfaces, et que c’est prin- 
cipalement dans le cas des surfaces de révolution qu’il 
y a lieu d’employer cette méthode , à cause de la facilité 
avec laquelle se construisent les normales dans ce genre 
de surfaces. Et en effet, le plan tangent étant perpen- 
diculaire au plan méridien qui passe au point de con- 
tact, la normale doit être dans ce dernier plan, et dès 
lors elle doit être facile à connaître. 

Supposons qu’il s’agisse de trouver la tangente au 
point [re, «'] situé sur les deux cercles projetés en dd' 
et d'd 1 ' ; et cherchons d’abord les deux normales. A cet 
effet, il faut observer que les normales menées à une 
surface de révolution, par les différents points d’un pa- 
rallèle, vont toutes rencontrer l’axe de la surface au même 
point. Donc, si on mène aux projections verticales des 
deux méridiens donnés les normales d'U et d"l', qui 
coupent les projections de3 axes en U et l\ et si on tire 
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liH et on aura les projections verticales des deux 
normales cherchées. Les projections horizontales corres- 
pondantes à A 7 et F sont a et /; de sorte qu’on aura les 
projections horizontales des deux normales en tirant lia 
et ni. Actuellement il faudrait construire les traces du 
plan qui contient ces normales, et ensuite mener, par 
les points n et n', des perpendiculaires à ces traces. 

11 est inutile de chercher la trace verticale : car, le 
plan des axes étant parallèle au plan vertical , cette trace 
est parallèle à la droite A 7 /'. Au lieu de la trace horizon- 
tale, on peut prendre la droite qui joint les points où les 
normales rencontrent un plan horizontal quelconque; 
et, afin de resserrer les constructions dans un espace peu 
étendu, on se sert de celui dont la trace verticale est dd' . 
En conséquence, on prolonge n'l J et a'/ 1 jusqu’à leurs 
rencontres d et J avec de!', on détermine les points cor- 
respondants r et j sur les projections horizontales na et hi 
des deux normales, puis on joint rs. 

Après avoir ainsi trouvé les droites rs et A 7 / 7 , auxquelles 
sont parallèles les traces du plan des normales , on abais- 
sera sur ces droites les perpendiculaires nt et lit' : ces 
perpendiculaires seront les projections de la tangente 
demandée. 

En général , la projection de la tangente à une courbe 
est tangente à la projection de cette courbe. Cependant il 
y a exception à cette règle quand la tangente est perpen- 
diculaire au plan de projection : car alors, ainsi qu’on 
l’a déjà dit n° 14 6 , sa projection se réduit à un point , 
et la tangente à la projection de la courbe ne se trouve 
plus déterminée. C’est ce qui arrive aux points projetés 
en U et i\ où les plans tangents aux deux surfaces sont 
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évidemment perpendiculaires au plan vertical. Il suit de 
là que si on déterminait la tangente par l’intersection des 
plans tangents , on ne pourrait pas trouver la tangente à 
la projection llrii' aux points H et ÿ. Cet inconvénient 
n’a pas lieu quand on se sert des normales , comme nous 
venons de le faire. 

127. Problème XI . Intersection de deux surfaces de 
révolution dont les axes sont dans des plans différents. 

Prenons encore (fig. XI) le plan horizontal perpendi- 
culaire à l’axe de la première surface , et le plan vertical 
parallèle aux deux axes. Les données auront la même 
disposition que dans l’épure précédente, avec cette seule 
différence que la projection horizontale de l’axe de la se- 
conde surface ne passera plus au point a et aura une si- 
tuation telle que le parallèle à xy. 

Puisque les axes sont dans des plaus différents, il n’est 
plus possible de trouver, sur les deux surfaces, des paral- 
lèles qui soient compris dans un même plan ou sur la 
même sphère; et alors ce qu’il y a de mieux , pour trou- 
ver des points de l’intersection cherchée , c’est de couper 
les deux surfaces par des plans horizontaux. Chacun 
d’eux rencontre la première surface suivant un cercle 
dont la projection horizontale est un cercle égal, facile à 
trouver; mais il détermine dans la seconde une courbe 
dont il faut construire la projection horizontale par 
points. Quand cette projection est tracée, les points où 
elle rencontre celle du cercle appartiennent à la projec- 
tion horizontale de l’intersection des deux surfaces; et 
ensuite ou obtient facilement les projections verticales 
correspondantes, en remarquant qu’elles doivent se 
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trouver sur la trace verticale du plan auxiliaire par le- 
quel on a coupé les deux surfaces. On voit que chaque 
plan auxiliaire donne lieu à la construction d’une courbe, 
dont le seul usage est de déterminer un certain nombre 
de points de l’intersection cherchée. 

Soit d'f", parallèle à xy, la trace verticale d’un de 
ces plans. Son intersection avec la première surface se 
projette verticalement sur la droite d'd", et horizontale- 
ment sur la circonférence dmm , , décrite du centre a 
avec un rayon égal à la moitié de d'd". Son intersection 
avec la seconde surface est une courbe qui a pour projec- 
tion verticale la droite yy", et dont il faut avant tout 
construire la projection horizontale. A cet effet , on ima- 
gine, perpendiculairement à l’axe de cette surface, une 
suite de plans qui la coupent suivant des circonférences. 

Supposons que g* g" soit la projection verticale d’une 
telle circonférence. Le point de rencontre H de ff" 
avec g 1 g" est la projection verticale de deux points de la 
courbe auxiliaire que nous voulons connaître, et par 
conséquent les projections horizontalesdecesdeux points 
doivent se trouver sur la perpendiculaire Hh à xy. Fai- 
sons tourner le plan de la circonférence autour de la 
droite projetée en H, pour amener cette circonférence à 
être horizontale; et alors projetons-la sur le plan hori- 
zontal. Si l’on suit avec attention les constructions , on 
trouve que cette projection est la circonférence décrite 
du point k comme centre avec le rayon kl. Or, les points 
projetés en fi, et dont on a parlé plus haut , n’ont pas du 
changer; donc leurs projections horizontales doivent se 
trouver aux rencontres h et A, de la ligne Hh avec la cir- 
conférence kl. 
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En menant d’autres plans perpendiculaires à Ud, on 
détermine d’autres points de la section correspondante 
à f[f", dans la seconde surface ; et de cette manière on 
arrive à la courbe l\f\. Cette courbe et la circonférence 
dmm i sont donc les projections horizontales des sections 
faites dans les deux surfaces par un même plan auxi- 
liaire ; et de là on conclut que les points de rencontre m 
et rn if de ces deux lignes, appartiennent à la projection 
horizontale de l’intersection des deux surfaces. Ces points 
font ensuite connaître les projections verticales ni et m'. 

Maintenant il faut couper les deux surfaces par d’au- 
tres plans horizontaux; et, en répétant pour chacun 
d’eux toutes les constructions qu’on vient d’expliquer, 
on obtiendra autant de points qu’on voudra des projec- 
tions de l’intersection des deux surfaces. C’est ainsi qu’on 
a construit les deux courbes mnum l , niriiim[. 

On peut avoir besoin de connaître spécialement les 
points de l’intersection qui se trouvent sur les méridiens 
parallèles au plan vertical. Par exemple, supposons qu’on 
veuille avoir ceux qui sont sur le méridien delà première 
surface. On cherchera la courbe selon laquelle le plan 
vertical élevé sur nd coupe la seconde surface; et les 
points communs à cette courbe et au méridien dont il 
s’agit seront les points demandés. Quant à la détermina- 
tion de cette courbe, elle ne peut offrir aucune difficulté, 
et les indications de la figure doivent suffire au lecteur. 

La tangente à l’intersection des deux surfaces s’obtient 
encore ici au moyen des normales , comme dans le pro- 
blème X. Supposons que le point de contact soit [ n , rf\ : 
on trace d’abord les projections verticales des parallèles 
de chaque surface, sur lesquels ce point est placé , et en- 
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suite celles des normales. Au lieu de chercher les traces 
du plan des normales sur les plans de projections, ce qui 
eût été peu commode , on a déterminé les intersections 
de ce plan avec le plan horizontal et avec le plan vertical 
qui passent au point [o, d ], où la normale à la seconde 
surface rencontre l’axe de cette surface. Connaissant les 
projections or et dé, os et dé, de ces deux intersections, 
on mène nt, lit', respectivement perpendiculaires à or, 
dé : ces perpendiculaires sont les projections de la 
tangente. 

Sur l’hélice et l’épicvcloïde sphérique. 

128. Problème XII. Construire la projection d’une 
helice trace'e sur un cylindre vertical, et déterminer . 
les tangentes à cette hélice qui sont parallèles à un 
plan donné. 

Un cylindre quelconque étant donné, considérons-lc 
comme ayant pour base une section faite par un plan per- 
pendiculaire à ses génératrices. Si, à partir de ce plan , 
on porte, sur les génératrices, des longueurs proportion- 
nelles aux arcs de la base compris entre ces génératrices 
et une origine fixe prise sur cette base, la courbe qu’on 
détermine ainsi sur le cylindre est une hélice. 

Cette génération montreque si on développelecylindrc 
sur un plan, la base devient une droite perpendiculaire 
aux génératrices, et l’hélice, par suite, une droite obli- 
que à ces génératrices. Donc toutes les tangentes à l’hé- 
lice font le même angle avec les génératrices; doue aussi, 
lorsqu’on effectue le développement dans un plan tan- 
gent mené au cylindre par un point de l’hélice, cette 
courbe doit se développer suivant sa tangente. 
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Une autre propriétéquise présentesur-le-champ, c’est 
qu’en transportant toutes les tangentes de l’hélice paral- 
lèlement à elles-mêmes en un point quelconque, elles 
forment un cône droit dont l’axe est parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre. De là il suit que les tangentes paral- 
lèles à un plan donné, doivent être parallèles aux droites 
qu’on obtient en coupant ce cône par un plan parallèle 
au plan donné : cette remarque suffit pour déterminer 
ces tangentes. 

Ce qui précède étant bien compris, la question pro- 
posé ne saurait offrir de difficulté. 

Projection de t hélice. Supposons que la base du cy- 
lindre soit un cercle abc (fig. XII) tracé dans le plan ho- 
rizontal, que l’origine des arcs ou atacisses circulaires 
soit au pointa, et que 1 epas de l'hélice, c’est-à-dire l’in- 
tervalle compris sur les génératrices entre deux spires ou 
révolutions consécutives, soit égal à dd'. Je divise en un 
même nombre de parties égales , en seize par exemple , la 
circonférence abca et la hauteur dd' ; je fais les projec- 
tions verticales des génératrices qui passent par les divi- 
sions de. la circonférence , et je termine ces projections 
aux horizontales menées dans le plan vertical , par les di- 
visions correspondantes de dd' . La courbe dddd', qui 
unit tous les points ainsi déterminés , est la projection 
verticale de la première spire. On aperçoit facilement 
comment on aurait les spires suivantes. 

Tangentes. Il reste à chercher les tangentes à l’hélice 
qui sont parallèles à un plan donné a fia!, dont je suppo- 
serai la trace horizontale perpendiculaire à xy. Si elle 
avait toute autre position , la solution ne serait pas plus 
diflfici le. Au cercleaôe menez la tangente bd égale à l’arcaô 

14 
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rectifié. Le plan vertical élevé suivant bd est tangent an 
cylindre sur lequel l’hélice est tracée, et si on développe ' 
ce cylindre sur ce plan , il est clair que l’hélice se déve- 
loppera sur une droite qui passe au point d et qui est 
la tangente au point \b, U ] de l’hélice. Donc, si on pro- 
jette le point d en d' sur xy , et qu’on joigne Ud, les 
deux projections de cette tangente seront bd et Hd . 

Une parallèle menée à cette tangente par le point 
' [o, #] rencontre le plan horizontal en e\ et, si on la 

fait tourner autour de l’axe du cylindre, elle engendre 
un cône dont la base est le cercle décrit avec le rayon 
oe, et dont les génératrices sont parallèles aux tangentes 
de l’hélice. Donc le plan Vf h, qui passe au sommet de 
ce cône, et qui est parallèle au plan donné a'(îa, doit 
couper ce cône suivant des droites parallèles anx tan- 
gentes demandées. Ces droites sont projetées horizon- 
talement en og, oh. 

Comme les tangentes à l’hélice ont leurs projections 
horizontales tangentes au cercle abc , il s'ensuit qu’en 
menant les tangentes mr et ns, respectivement parallèles 
à og et à oh , on aura les projections horizontales des tan- 
gentes cherchées. Les lignes de projection mni et nn' 
déterminent les projections verticales ni, ri, des points 
de contact ; et en menant les parallèles nid et fié à foi, 
on obtient les projections verticales des tangentes. 

Remarques. On peut mener au cercle abc une autre 
tangente parallèle og ; mais il est facile de voir que la 
tangente qui lui correspond sur l'hélice, a par rapport 
au plan horizontal une inclinaison opposée à celle de 
la génératrice du cône qui est projetée sur ôg, et que 
par conséquent elle ne lui est point parallèle. 1a même 
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raison montre qu’il faut rejeter aussi l’autre tangente 
parallèle à oh. 

Quand on élève les lignes de projection mm', nn', il 
est clair qu’il faut prendre leurs intersections seulement 
avec les portions de courbe qui répondent h la partie 
antérieure du cylindre. Mais il est clair aussi qu’on doit 
prendre leurs intersections avec chaque spire, et qu’on 
obtient ainsi de nouvelles tangentes , telles que rri'é' , 
qui conviennent encore à la question. 

129. Problème XIII. Construire la projection 
(tune épicycloïde sphérique, et déterminer la tan - 
getite en un point quelconque de cette courbe. 

Si l’on fait rouler un cercle sur un autre qui reste fixe , 
de manière que leurs circonférences soient toujours tan- 
gentes, chaque point de la circonférence mobile décrit 
une courbe qu’on nomme épicycloïde. L’épicycloïde est 
plane quand tous ses points sont dans un plan , et c’est 
ce qui a lieu si le cercle mobile reste dans le plan du 
cercle fixe. Elle est sphérique, lorsque tous ses points 
sont sur une même sphère : c’est ce qui arrive si les 
deux cercles sont les bases de deux cônes droits ayant 
sommet commun et apothème commun, et si on fait 
rouler l’un des cônes sur l’autre de manière qu’il ait 
toujours même sommet que lui, et qu’il le touche sui- 
vant un de ses côtés, lequel varie à chaque instant. 

Dans ce cas, le cercle fixe est situé sur une sphère, dé- 
crite du sommet commun comme centre avec un rayon 
égal à l’apothème commun , et le cercle mobile reste 
toujours sur cette sphère. 11 est clair aussi que le plan 
de ce cercle mobile coupe toujours le plan de la base fixe 
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suivant une tangente commune aux deux cercles, et qüe 
l’inclinaison des deux plans demeure constante et égale 
à l’angle formé par les axes des deux cônes. 

La tangente en un point de Fépicycloïdc doit être 
dans le plan tangent à la sphère dont on vient de parler. 
Pour achever de déterminer cette tangente, je vais dé- 
montrer qu’elle est aussi dans le plan tangent à une sphère 
qui aurait pour centre le point où le cercle mobile , con- 
sidéré dans sa position actuelle , touche le cercle fixe. 

Au lieu de deux cercles, je considère deux polygones 
quelconques ABC..., A'B'C'..., roulant l’un sur l’autre 
(ils ne sont point tracés sur la figure); mais, pour plus 
de simplicité, je suppose que tous les côtés des deux 
polygones soient égaux entre eux. D’ailleurs, on peut 
prendre ces côtés en tel nombre et sous telles inclinaisons 
qu'on voudra. Cela posé, imaginons que le sommet A' 
coïncide avec A, et que le polygone ABC... étant fixe, 
A’B'C. . . tourne autour du point A de manière que B’ 
vienne coïncider avec B. Alors faisons tourner A'B'C'... 
autour de B de manière que C' vienne sur C , et ainsi 
de suite. Examinons la nature de la ligne que décrit un 
point quelconque Mdu polygone mobile. Or, pendant 
la rotation qui s’effectue autour du sommet A, il est 
clair que le point M reste sur une sphère décrite du 
point A comme centre avec le rayon AM; pendant la 
rotation autour du sommet B, il reste sur une sphère 
décrite du point B comme centre avec le rayon BM; et 
ainsi de suite. Donc la tangente, en un point quelconque 
de la ligne engendrée par le point M, doit être dans 
le plan tangent à une sphère dont le centre est situé au 
sommet autour duquel s’est effectuée la rotation qui a 
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amené le point M dans la position actuelle. Cette con- 
clusion étant indépendante de la grandeur des côtés des 
polygones, doit également convenir aux cas de deux 
courbes roulant l’une sur l’autre; c’est-à-dire que la 
courbe mobile étant dans une quelconque de ses posi- 
tions, si on désigne par H son point de contact avec la 
courbe fixe, et par N la situation correspondante du 
point décrivant M, la tangente au point Nde la courbe 
engendrée par le point M, sera toujours contenue dans 
le plan tangent au point N de la sphère décrite du cen- 
tre H avec le rayon fl N. 

Entrons maintenant dans le détail des constructions 
exigées par l’énoncé. 

Projection de Üépicydoïde. Cette projection doit être 
faite sur le plan de la base du cône fixe. Supposons que 
cette base soit le cercle tddj/i, décrit dans un plan hori- 
zontal avec le rayon oa, que le point générateur de l’épi- 
cycloïde ait été primitivement en a, et que le contact des 
deux cercles soit actuellement en b : cherchons quelle 
est la position correspondante du point générateur. Je 
prends pour second plan de projection le plan vertical 
élevé sur ol>. Il doit contenir le sommet d commun aux 
deux cônes, et couper le cône mobile suivant un triangle 
isoscèle dbé qui fait partie des données du problème. 
Ce cône a sa base dans le plan qui a pour trace horizon- 
tale la tangente bc, et pour trace verticale la ligne bd , 
laquelle peut aussi être considérée comme la projection 
verticale de cette base. Faisons le rabattement ôMC de 
cette base sur le plan horizontal. Pour avoir, dans ce 
rabattement, la position M du point générateur, il faut 
prendre l’arc bM égal à l’arc ba : car le point M avant 
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été primitivement en a, et les différents éléments des 
deux arcs et ba ayant été successivement appli- 
qués les uns sur les autres , ces deux arcs doivent être 
égaux. 

Connaissant le rabattement M du point générateur, 
il est facile d’avoir sa projection verticale ni , et ensuite 
sa projection horizontale m. Si on place le contact des 
deux cercles en tout autre point b t , on imaginera un 
plan vertical par le rayon ob , , et des constructions sem- 
blables aux précédentes détermineront un nouveau point 
n de la projection horizontale de l’épicycloïde. En con- 
tinuant ainsi on trouve, avec autant d’exactitude qu’on 
voudra, la courbe amna ,. 

Pour simplifier, on peut exécuter au point b toutes 
les constructions qu’on devrait faire en b t : c’est-à-dire 
qu’on prendra l’arc bM i =b,a,e\ qu’on trouvera la pro- 
jection horizontale m i de la même manière qu’on a trouvé 
le point m. Mais alors il faut remettre le point m, à sa 
vraie position , et c’est ce qu’on fera en prenant le point n 
dans la même situation à l’égard deoè, que celle du point 
m, à l’égard de ob. Or, pour cela, il suffit de décrire, 
du centre o, la circonférence m/le, et de prendre l’arc 
en— dm,. On voit par là qu’on peut obtenir tous les 
points de la projection amna , en se servant toujours du 
même plan vertical. 

Construction de la tangente. L’épicycloïde, ainsi 
qu’il a été dit plus haut, est située sur la sphère qui a 
pour centre le sommet d, et pour rayon l’apothème db ; 
par conséquent la tangente au point [m, ///] de cette 
courbe est dans le plan tangent à cette sphère. On a vu 
aussi qu’elle doit être dans le plau tangent à la sphère 
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dont le centre serait en b , et le rayon égal à ZiM; donc 
elle est l’intersection des deux plans tangents. 

Le cercle rabattu en &VIC appartient à la première 
sphère ; donc si on mène à ce cercle la tangente M f, elle 
sera le rabattement d’une droite située dans le plan tan- 
gent à cette sphère; et par conséquent le point f, où 
Mf rencontre bc, est sur la trace horizontale de ce plan. 
Donc cette trace est la perpendiculaire «/' abaissée du 
point f sur la projection om du rayon qui passe au point 
de contact. 

Le cercle décrit du rayon 6M est le rabattement d’un 
cercle de la seconde sphère; par conséquent, si on lui 
mène la tangente qui rencontre bc en g, et si on 
abaisse g$ perpendiculaire à bm, la ligne gfi sera la 
trace horizontale du plan tangent à la seconde sphère. 

Les traces af et Ç>g se coupant en un point r qui doit 
appartenir à l’intersection des deux plans tangents , on 
tirera la droite mr, et ce sera la projection horizontale 
de la tangente à l’épicycloïde, ou, ce qui est la même 
chose, la tangente à la projection amn de cette courbe. 

On obtient des vérifications en construisant les traces 
verticales des deux plans tangents. Il est clair que celle 
du premier est la perpendiculaire a/' menée sur la pro- 
jection 6 ni du rayon de la première sphère; et je vais 
prouver que celle de l’autre plan est la perpendiculaire 
Jfî élevée sur bd. En effet, la tangente 'Mg étant per- 
pendiculaire à la corde bM doit passer au point G , et 
par suite, en relevant le cercle iMC dans sa vraie posi- 
tion, cette tangente doit rencontrer le plan vertical en 
d : d’ailleurs , la projection verticale du rayon tombe 
sur bd, et de là il s’ensuit que la trace verticale du plan 
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tangent à la seconde sphère est la perpendiculaire dÇ! 
elevée sur bd. Cette trace doit donc rencontrer vy au 
meme point que la trace horizontale |3 g, ce qui offre 
déjà une vérification. De plus, comme les traces verti- 
cales a/', fi'd, des deux plans tangents, se coupent en 
d, la droite nid doit être la projection verticale de la 
tangente à l’épicycloïde; par conséquent , si on cherche, 
au moyen îles projections rnr et n/d, en quels points 
cette tangente perce les deux plans de projection , on 
doit retrouver les points r et d, ce qui donne de nou- 
velles vérifications. 

Pour ne rien laisser à désirer dans l’épure, on y a 
aussi construit la tangente au moyen des normales 
( 114 ). Ces lignes ne sont ici autre chose que les rayons 
des deux sphères, et il est évident que la trace verticale 
de leur plan se confond avec l’apothème c/b. Quant à 
la trace horizontale de ce plan , elle passe déjà au point 
ô; et on en obtient un second en menant par le point 
de contact, et parallèlement à la trace bd, une droite 
\mi, n/i~\ dont on détermine l'intersection i avec le 
plan horizontal. Ainsi la droite bi sera la trace horizon- 
tale du plan des deux rayons, et les projections de la 
tangente à l’épieycloïde devront être respectivement 
perpendiculaires aux traces bi et bd. 

150 . Remarque. Nous avons vu tout à l’heure que 
la trace [i'd, du plan tangent à la sphère du rayon bM, 
est perpendiculaire à l’extrémité de la droite bd : de là 
résulte une conséquence importante que nous allons 
faire connaître. Prolongeons ftd jusqu’à son intersection 
d ' avec l’axe od, et imaginons un cône qui aurait son 
sommet en ce point et pour base l’épicycloïde sphérique. 
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Si on voulait avoir le plan tangent à ce cône dpicjr- 
cloïde, selon la génératrice qui passe au point 
on remarquerait d’abord qu’il doit contenir cette géné- 
ratrice, et par conséquent passer au point d' . On re- 
marquerait aussi qu’il doit renfermer la tangente à l’épi- 
cycloïde en ce même point : or, cette tangente 

est dans le plan tangent à la sphère de rayon AM, et 
c’est pour cela que le point/, où elle rencontre le plan 
vertical, est situé sur la trace ^>'d; donc le plan tangent 
au cône épicycloïde passe par la droite d'd. 

Concevons le cône épicycloïde comme invariablement 
attaché au cône dabb x , et formant corps avec lui; puis 
faisons tourner le système de ces deux cônes autour de 
l’axe od' dans le sens indiqué par la flèche us’, et ima- 
ginons que le point b, vienne occuper la place du point 
b. Parce mouvement, le point [w, rri] quittera le plan 
cbd, que nous supposons fixe ; mais un autre point de 
l’épicycloïde viendra s’y placer, et il est évident que ce 
sera précisément celui qui est rabattu en M,, et projeté 
en m, et m[. Si on voulait avoir la position que vient 
occuper alors le plan tangent au cône épicycloïde sui- 
vant la génératrice sur laquelle ce point est situé, on 
reconnaîtrait qu’il doit encore passer par la droite d'd . 
La même chose arrive à tous les plans tangents au cône 
épicycloïde, qui se succèdent les uns aux autres à me- 
sure que les points de l’épicycloïde viennent se placer 
dans le plan cbd . Donc ces plans tangents successifs ne 
sont autres que les différentes positions d’un plan qui 
serait mobile autour de la droite fixe d'd, et qui serait 
poussé par le cône épicycloïde. 

Donc encore , si on suppose ce plan mobile lié inva- 
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riablement avec un cercle décrit dans le plan cbd sur le 
diamètre bd'=%bd, il est clair que le mouvement de ce 
plan mobile forcera ce cercle de tourner autour de l’axe 
d'd en sens contraire au mouvement du cercle abb x , et 
que cette rotation se fera de telle sorte que les points 
des deux circonférences décriront, dans le même temps, 
des arcs qui étant rectifiés auraient même longueur. 
Telle est la propriété que nous voulions établir, et sur 
laquelle se fonde la théorie des engrenages dits à roues 
d’angle. 
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EXERCICES. 


Objet de ces exercices. — Quelques questions sur la ligne droite et le plan . 

— Sphère circonscrite. — Sphère inscrite. 

131. Tous les problèmes que j’ai résolus renferment 
deux parties bien distinctes. Dans l’une on établit la 
suite des constructions qu’il faut effectuer, et par con- 
séquent elle exige une connaissance étendue et appro- 
fondie des lignes et des surfaces; dans l’autre on exécute 
réellement les constructions, et le lecteur a dû recon- 
naître qu’elle se réduit toujours à appliquer un petit 
nombre de procédés, qui sont constamment les mêmes, 
mais qui sont combinés diversement. Ce sont ces pro- 
cédés qui , à proprement parler, constituent la Géomé- 
trie descriptive; et comme ils ont été mis dans le plus 
grand jour par l’ordre et le choix des exemples qui ont 
été développés précédemment , on doit regarder dès à 
présent ce traité comme complet. Aussi , cette quatrième 
partie n’a-t-elle d’autre objet que d’offrir quelques nou- 
veaux exercices au lecteur qui ne serait point encore assez 
familiarisé avec les constructions et le tracé des épures. 

132. Problème I. Par un point donné , mener une 
droite qui fasse avec les plans de projection des an- 
gles donnés. 
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Je désignerai les angles donnés par a et fl , et je rap- 
pellerai qu’ils ne sont autre chose que les angles formés 
par la droite cherchée avec ses deux projections. Cela 
posé, prenons à volonté le point [«, «'J sur le plan 
vertical (prob. 4' part. fig. I), et supposons pour un 
moment que la droite demandée passe par ce point. 
Elle forme , avec sa projection horizontale et avec aa 
un triangle rectangle qu’il est facile de rabattre en vraie 
grandeur sur le plan vertical , car il suffit pour cela de 
faire l’angle dBa = tz. 

La distance dB est la vraie longueur de l’hypoténuse 
de ce triangle, et dans l’espace cette même droite forme 
avec sa projection verticale un autre triangle rectangle , 
dont elle est encore l’hypoténuse et dont l’angle aigu 
adjacent au sommet a est égal à (î; par conséquent il 
est facile de construire le triangle B</B' égal à cet autre 
triangle. En décrivant l’arc B'// du centre d et tirant dU , 
on aura la projection verticale de la droite cherchée ; 
puis , en élevant Ub perpendiculaire à xy, décrivant 
l’arc B b avec le rayon «B et joignant ab, on aura la pro- 
jection horizontale de cette droite. Remarquez que bd 
doit être égal à BB'. 

Jusqu’ici on a supposé que le point donné [a, d~\ était 
sur le plan vertical ; donnons-lui une position quelcon- 
que [//?, m']. Pour résoudre la question, il suffira de 
mener les droites mn et rdd respectivement parallèles 
à ab et dU . 

Le triangle aBd pouvant être construit indifférem- 
ment à droite et à gauche de la ligne ad, le problème est 
susceptible de deux solutions. 
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1 3.7. Problème II. Déterminer un plan qui passe 
par un point donné , et qui fasse des angles donnés 
avec les plans de projection. 

Je désignerai par a et les angles du plan cherché avec 
le plan horizontal et avec le plan vertical. Prenons .à 
volonté (fig. II) le point a sur le plan horizontal , et sup- 
posons pour un moment que le plan aol) fasse avec les 
plans de projection les angles a et (3. Menez ac perpendi- 
culaire. à vj-, et cd perpendiculaire à ob : la droite qui 
dans l’espace joindrait les points a et d forme avec cd 
l'angle connu (3. De là on conclut que si on fait l'angle 
aec= [3, on aura cc — cd ; donc la trace ob est tangente 
à l’arc ei décrit avec le rayon ce. 

Elevez cb perpendiculaire à .)[/, et imaginez une per- 
pendiculaire ahaissée du point c sur le plan aob : dans 
l’espace ces deux perpendiculaires comprennent entre 
elles un angle égal à a. La seconde est située dans le 
plan acd, et par conséquent, pour l’ohtcnir en vraie 
grandeur, il suffit de mener cf perpendiculaire sur ae. 
Alors il est évident que si on fait l’angle fcg=- a on doit 
avoir cg=cb. Le point b se trouve donc déterminé; par 
suite la trace bo sera connue puisqu’elle doit être tan- 
gente à l’arc ei , et enfin la trace ao le sera aussi. 

Maintenant on connaît un plan qui fait avec les plans 
de projection les angles donnés a et (Î. Pour en avoir un 
qui remplisse les mêmes conditions et qui en outre passe 
par un point donné \m , né], il suffira de mener par ce 
point un plan parallèle à aob : c’est ainsi qu’on obtient 
le plan />qr. 

154. Problème 111. Connaissant les traces d'un 
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plan et fa projection horizontale de la diagonale et un 
carré situé dans ce plan , on demande les projections 
du carré. 

La solution consiste à rabattre sur le plan horizontal 
le plan donné , à chercher ce que devient alors la diago- 
nale du carré, à construire ce carré dans le rabattement, 
et à revenir ensuite du rabattement aux projections. 

Soient(fig. III) ni le plan donné, etnAla projection 
horizontale de la diagonale du carré. Suivant ab imagi- 
nons un plan vertical : sa trace horizontale sera la droite 
ab elle-même, et sa trace verticale sera une droite telle 
que nri perpendiculaire à xy. Le point m où se coupent 
les traces horizontales des deux plans appartient à l’in- 
tersection de ces plans, aussi bien que le point ri où se 
coupent leurs traces verticales; donc, en abaissant mm' 
perpendiculaire à xy et joignant rriri , on aura la projec- 
tion verticale de l’intersection des deux plans. C’est sur 
cette intersection que se trouve la diagonale dont ab est 
la projection horizontale; et en tirant les lignes de pro- 
jection ad, bd, il sera facile d’obtenir la projection ver- 
ticale rid de cette diagonale. 

Faisons tourner le plan rst autour de rs pour le ra- 
battre, ainsi qu’il a été dit, sur le plan horizontal. Le 
point ri doit rester à la même distance du point s, et 
d’un autre coté il doit tomber sur «N perpendiculaire 
h rs } donc il se placera à la rencontre N de «N avec la 
Circonférence décrite du rayon sri. Par suite, la droite 
qui côntient la diagonale du carré deviendra mN , et, en 
menant sur rs les perpendiculaires a A, AB, on obtient 
cette diagonale rabattue en AB. 

Sur AB, Cômme diagonale, construisons donc le 
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carré ABCD , remettons le plan reN dans sa première 
situation , et cherchons en quels points vont alors se pro- 
jeter les sommets C etD. Menez Cp parallèle à j-N : cette 
ligne doit se placer dans l’espace parallèlement à st, et 
alors elle se projette horizontalement suivant la droite pc 
parallèle à xy\ donc la projection horizontale du point C 
doit être sur pc. Mais , d’un autre côté , cette projection 
doit aussi se trouver sur la perpendiculaire Ce à rs ; donc 
elle est à la rencontre c. On trouve semblablement la 
projection horizontale ^/du sommet D; et par suite celle 
du carré sera aebd. 

Les projections verticales correspondantes à c et d 
sont sur les lignes de projection cd et dd'. Pour achever 
de les déterminer, on mène CE et DF parallèlement à rs, 
on porte les distances Æ et jF sur st en sé et sf , puis on 
tire les droites dd' elfd parallèles à xy. Ainsi s’obtient 
la projection verticale ddUd! du carré. 

Remarque. Si on prolonge la ligne DA et sa projec- 
tion da, elles devront couper la trace rs au même point. 
I.a même vérification a lieu pour les autres côtés du 
carré et pour la diagonale CD. 

133. Problème IV. Connaissant les projections 
des arêtes d’un angle trièdre, construire les traces 
d’un plan qui coupe ces trois arêtes à des distances 
données , à partir du sommet. 

Les plans verticaux qui contiennent les arêtes de l’angle 
trièdre se coupent suivant une verticale : imaginons que 
ces plans tournent autour de cette ligne pour devenir 
parallèles au plan vertical de projection , et alors proje- 
tons les arêtes sur ce plan. Dans cette situation , les dis- 
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tances comprises sur ccs arêtes, entre le sommet et le 
plan demandé, se projetteront verticalement selon leurs 
vraies longueurs , et comme ces longueurs sont données, 
il sera facile d’avoir leurs projections actuelles. On cher- 
chera ce qu elles deviennent quand on rétablit les arêtes 
dans leur première position , on en connaîtra ainsi les 
projections de trois points par lesquels doit passer le plan 
demandé , ce qui suffit pour résoudre le problème ( 26 ). 

Soient (fig. IV) ab et <W , ne et rld, ad et rid', les 
projections des trois arêtes sur lesquelles le plan cherché 
doit intercepter des distances connues a, fi , y. Considé- 
rons la première, et faisons tourner, ainsi qu’il vient 
d’être dit , le plan vertical dans lequel elle est située. A 
cet effet, on cherche le point b où elle perce le plan ho- 
rizontal, on porte a b en am parallèlement à xy, on pro- 
jette le point m en ni sur xy, et de cette manière on 
trouve qu'après son déplacement l’arête fab, riU] a pour 
projections a ni, a' ni. Alors, sur dm', on prend <■///'— a, 
puis on mène jj'/i parallèle à xy, et on abaisse la ligne de 
projection /ip qui rencontre ab en p : les projections du 
point où la première arête est coupée par le plan de- 
mandé seront p et //. On détermine semblablement, sur 
les deux autres arêtes, les points \r / , r/\ et [r, /]; on tire 
les droites [/></, //</] et fqr, r/d] dont on construit les 
traces; et enfin, au moyen de ces traces, on trouve 
celles du plan demandé, lequel est stu. 

136. Problème V. Circonscrire une sphère à une 
pyramide triangulaire. 

La question se réduit à construire le centre et le rayon 
de la sphère. Or, ce centre devant être à égales distances 
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des quatre sommets , il s’ensuit qu’il est contenu dans les 
plans perpendiculaires aux milieux des arêtes ( Intr . 1 6) : 
dès lors il est clair que pour le déterminer il suffit d’éle- 
ver des plans perpendiculaires aux milieux de trois arêtes. 
Cependant il ne faudrait point prendre ces arêtes dans 
une même face; car alors les trois plans perpendiculaires 
se couperaient suivant une droite, et non en un point 
unique. En effet, chaque point de l’intersection de deux 
de ces plans serait également éloigné des extrémités des 
trois arêtes, et par conséquent cette intersection serait 
tout entière comprise dans le troisième plan perpendicu- 
laire (Jntrod. I 6). Les constructions qu’il faut faire en 
général, pour résoudre le problème, sont dès à présent 
assez indiquées; mais, quand on peut choisir à volonté 
les plans de projection, il existe une solution fort simple 
qu’on va développer. 

On prend pour plan horizontal celui de trois som- 
metsrt, b , c(fig. V-1). Soit <7 la projection, sur ce plan , 
du quatrième sommet : on joint bd, et on prend la ligne 
de terre xjr parallèle à bd ; c’est-à-dire que le plan verti- 
cal sera parallèle à l’arête dont bd est la projection hori- 
zontale. Il est d’ailleurs évident que les projections ver- 
ticales des sommets a, b, c, seront sur ,r>-en des points 
tels que </, //, d, et que celle du quatrième sommet sera 
donnée en quelque point et de la droite dd' perpendicu- 
laire à xy. 

Cela posé, menons d’abord , dans le plan horizontal, 
des perpendiculaires aux milieux des côtés du triangle 
nbc : on sait qu’elles doivent se couper au même point o. 
Ensuite concevons trois plans verticaux élevés suivant 
ces perpendiculaires : ils seront eux-mêmes perpendicu- 
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laires aux côtés du triangle , et auront pour intersection 
commune la verticale qui se projette au point o. Comme 
cette intersection contient le centre de la sphère circon- 
scrite , on est déjà certain que la projection horizontale 
de ce centre est eu o, et que la projection verticale est 
sur la droite o/no' perpendiculaire à xy. Dans le plan 
vertical élevons fg > perpendiculaire au milieu de dd' , et 
suivant ff imaginons un plan perpendiculaire au plan 
vertical. Puisque xy est parallèle à bd, il est clair que 
ce plan doit être perpendiculaire au milieu de l’arête 
\bd, dd'], et que par conséquent il contient le centre 
cherché. Donc la projection verticale de ce centre est 
sur fg 1 ", donc elle est à la rencontre d de fg' avec od . 
Ainsi, on connaît les deux projections o et d du centre 
de la sphère. 

Si on tire les droites oa et dd, elles seront les pro- 
jections du rayon; et en prenant mp — oa , l'hypoté- 
nuse dp sera la vraie grandeur de ce rayon. Sur la figure 
on a tracé, des points o et d comme centres, avec un 
rayon égal à dp, deux cercles qu’on peut regarder 
comme les projections des grands cercles de la sphère 
parallèles aux plans de projection. C’est dans l’intérieur 
de ces deux cercles que sont comprises les projections 
de tous les points de la sphère. 

157. Remarques. Si la ligne de terre xy était prise 
d’une manière quelconque dans le plan du triangle abc , 
la perpendiculaire au milieu de dd' ne devrait plus conte- 
nir la projection verticale du centre. Alors la solution du 
problème s'achève élégamment de la manière suivante : 

On décrit un cercle par les trois sommets a, b , c 
(fig. V-2), et on remarque que ce cerçle doit appartc- 
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nir à la sphère. Par le point d on mène la cordc fe 
parallèle à xr, et par cette corde on imagine un plan 
vertical. Ce plan contient le quatrième sommet, et coupc 
la sphère suivant un cercle qui se projette en vraie gran- 
deur sur le plan vertical. Or, cette projection doit pas- 
ser par le point d ' et par les projections f et d des 
points /'et <?; on décrit donc un cercle par ces trois 
points, ou plutôt on détermine son centre d : les points o 
et d seront les projections du centre de la sphère, et 
le problème n’a plus de difficulté. 

138. Problème VI. Inscrire une sphère dans une 
p t rarnide triangulaire. 

Pour qu’une sphère soit inscrite à un polyèdre, il 
faut qu’elle soit tangente à toutes les faces; donc son 
centre doit être à égales distances de ces faces. Or, quand 
un plan divise en deux parties égales l’angle de deux 
autres plans, ou a fait voir ( Introd . 46) que chaque 
point pris dans le premier plan est également distant 
des deux autres, et que tout point pris au dehors est 
inégalement distant de ces derniers; donc le centre de 
la sphère inscrite dans une pyramide triangulaire doit 
se trouver sur les plans qui divisent par moitiés les angles 
dièdres de cette pyramide. Mais tous ces plans se cou- 
pent-ils au même point? Et d’un autre côté, comme 
trois plans suffisent pour déterminer la position d’un 
point, pourra-t-on prendre indistinctement trois quel- 
conques des plans qui divisent par moitiés les six angles 
dièdres de la pyramide? 

Pour répondre à ces questions, je suppose qu’on ait 
mené les trois plans qui divisent en parties égales les 
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angles formés suivant les arêtes aboutissant au sommet 
d’un angle solide. Les deux premiers plans se couperont 
suivant une droite qui, d’après le théorème qu’on vient 
de rappeler, aura chacun de ses points à égales distances 
des trois faces de l’angle solide; donc, d’après le même 
théorème, cette droite sera contenue aussi dans le troi- 
sième plan. Maintenant je considère f angle dièdre formé 
suivant une nouvelle arête : le plan qui le divise par 
moitiés rencontre cette même droite en un point qui 
est également distant des trois premières faces et de la 
quatrième ; par conséquent ce point doit appartenir aussi 
aux plans qui divisent par moitiés les angles dièdres 
formés suivant les deux arêtes restantes. Il suit de là 
que les plans, qui divisent en parties égales les six angles 
dièdres d’une pyramide triangulaire, se rencontrent en 
un même point, et que, pour déterminer ce point qui 
est le centre de la sphère inscrite, il faut parmi ces plans 
en choisir trois qui ne passent pas au même sommet. 

Les constructions à effectuer, pour résoudre d’une 
manière générale le problème proposé, n’ont pas d’autre 
difficulté que leur longueur. Afin de les simplifier, je 
prendrai le plan d’une face pour plan horizontal. Soit 
ABC cette face (fig. VI), et soient d et d ' les projections 
du quatrième sommet D. Les projections verticales des 
points A, B, C, sont sur la ligne de terre en A', B', O. 
Cela posé, imaginons que trois plans divisent en parties 
égales les angles dièdres formés avec la hase ABC : 
ces plans composeront avec cette base une pyramide 
triangulaire dont le sommet sera le centre cherché. Je 
nommerai ce sommet O; les trois laces de cette nouvelle 
pyramide seront désignées par OAB, OAC, OBC; 
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Et leurs intersections mutuelles, par OA, Üb, UC. 
Le point O sera déterminé quand on connaîtra les 
projections de ces lignes; et, pour les trouver, je ferai 
dans la pyramide OABC une section horizontale dont 
je vais chercher les projections. 

A cet effet , supposons qu’on ait mené , par le som- 
met D de la pyramide donnée, des plans verticaux per- 
pendiculaires aux côtés de la base ABC], et considérons 
en particulier le plan D de perpendiculaire à AB. Il 
coupe les plans ABC et DAB suivant des droites «5?, De, 
perpendiculaires à AB, et dont l’angle mesure l’incli- 
naison de ces plans; de sorte que si on conçoit une 
droite qui divise cet angle en deux parties égales , et à 
laquelle je donnerai 1e nom de bissectrice , elle devra 
appartenir au plan OAB. Faisons tourner le plan Dde 
autour de la verticale Dr/, et amenons-le à être paral- 
lèle au plan vertical de projection. Alors la ligne de va 
se projeter, suivant la ligne de terre, sur kd égale à de\ 
l’hypoténuse De, sur d'é\ et la bissectrice sur la droite 
df qui partage l’angle tfdk en deux parties égales. 

Maintenant je mène une parallèle quelconque oêy 1 
à xy, et je la prends pour trace d’un plan horizontal par 
lequel je coupe la pyramide OABC. Ce plan rencontre la 
face OAB suivant une droite qui est parallèle à AB, et 
dont la projection horizontale sera connue quand j’au- 
rai celle du point où il rencontre la bissectrice. Or, si 
du pointg 7 , où sêÿ coupe df , on abaisse la verticale g 1 g lf , 
et si on conçoit le triangle cükd rétabli dans sa pre- 
mière situation , il est évident que le point g 1 se placera 
en un point qui sera l’intersection du plan horizontal 
dÿ avec la bissectrice , et le point g" en un point qui 
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sera la projection horizontale de cette intersection : 
donc , en prenant eg=e'g", le point g sera cette pro- 
jection horizontale; et, en menant par le point g une 
parallèle mil à AB, on aura la projection horizontale 
de la section faite dans le plan OAB par le plan hori- 
zontal a/y. On construira pareillement les projec- 
tions mp et np des sections faites , par le même plan 
dans les deux autres faces de la pyramide OABC. 

De cette manière on connaîtra trois points m, n, p, 
par lesquels doivent respectivement passer les projec- 
tions des arêtes OA, OB, OC; et comme ces projections 
passent aux points A, B, C, elles doivent être dirigées 
suivant les droites /«A, «B, pC. Ces droites doivent se 
couper en un point o , qui est la projection horizontale 
du centre de la sphère inscrite. Sur la ligne xi y prenons 
les projections verticales m!, ri, jJ , correspondantes à m, 
n, p , et tirons les droites ni A', n'ÿl, p/O : ces lignes 
seront les projections verticales des mêmes arêtes OA , 
OB , OC , et devront par conséquent se couper en un 
point d, qui est la projection verticale du centre (la 
droite od doit être perpendiculaire à xp). 

Le rayon de la sphère est facile à déterminer. En 
effet, puisque le plan horizontal contient une des faces 
de la pyramide, ce rayon est égal à la hauteur du centre 
au-dessus du plan horizontal : or, cette hauteur est 
donnée dans le plan vertical par la perpendiculaire dr 
abaissée sur xy. 

Remarque. Il peut se faire qu’on ait besoin de con- 
naître les points de contact des faces de la pyramide avec 
la sphère. D’abord , il est clair que le point o est le point 
de contact de la face horizontale ABC. Pour avoir les 
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trui» autres, un cherchera les pieds des perpendiculaires 
abaissées du centre U sur les faces DAB, DAC, DBG. 
Par exemple, pour avoir celui de la face DAB le mieux 
sera de mener par le point O un plan perpendiculaire 
ù AB. Ce plan coupera la face DAB suivant une droite 
qu’on rabattra sur le plan vertical , comme le montre 
la figure, et qui alors sera parallèle à e'd 1 ; on abaissera 
du point d une perpendiculaire sur cette parallèle; puis, 
ramenant les choses à leur véritable situation , on cher- 
chera ce que devient le pied de la perpendiculaire : ce 
sera le point de contact «le la sphère avec la face D AB. 


Intersections d'une droite avec un cône ou un cylindre, avec une 
sphère , avec une surface gauche de révolution . 

139. Problème VII. Construire les intersections 
d’une droite avec un cône ou avec un cylindre. 

Supposons que la surface soit un cylindre. Par la droite 
donnée , parallèlement aux génératrices du cylindre , 
faites passer un plan .: il coupera la surface suivant des 
génératrices; il est évident que les points où ces géné- 
ratrices rencontrent la droite donnée sont les intersec- 
tions demandées. Si au lieu d’un cylindre on avait un 
cône, on ferait passer un plan par la droite donnée et 
par le sommet : du reste, les constructions seraient les 
mêmes. 

Le cas du cylindre est celui qui est développé dans 
la figure VII. Le cylindre a pour trace horizontale la 
circonférence abcd\ il est projeté horizontalement entre 
les limites ce et cf, et verticalement entre Vd et d'H ; 
enfin les projections de la droite donnée sont ifc et ük. 
Par un point quelconque [A, A 7 ] de la droite donnée, 
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un a mené une droite parallèle aux génératrices du cy- 
lindre, et on a construit la trace horizontale il du plan 
déterminé par ces deux lignes. Cette trace coupe la cir- 
conférence abcd en /// et n ; par conséquent le plan doit 
couper le cylindre suivant deux génératrices [////;, /;/'// | 
et | ////, //'</']. Les projections////;, nq, sont rencontrées 
par i/i en r et s ; les projections///'/;', ri(j y sont rencontrées 
par SU en S et S : donc les points [/•, /■'] et [.r, /] sont 
les intersections du cylindre avec la droite donnée. 

140. Problème VIII. Déterminer les points (S in- 
tersection (tune sphère et d’une droite données. 

Par la droite donnée faisons passer un plan, et, pour 
plus de simplicité, prenons-Ie vertical. Il coupe la sphère 
suivant une circonférence dont les intersections avec la 
droite sont précisément celles qu’il faut déterminer : or, 
c’est à quoi l’on parviendra facilement en amenant le 
plan de cette circonférence à être parallèle au plan ver- 
tical de projection. 

Soient (fig. VIII) o, d, les projections du centre de la 
sphère , et ///;, dU, celles de la droite. La section de la 
sphère , par le plan vertical qui contient cette droite , 
est un cercle dont le diamètre est donné immédiatement 
sur le plan horizontal ; car il est égal à la corde cd. Pour 
que le plan de ce cercle devienne parallèle au plan ver- 
tical de projection , faisons-le tourner autour du centre o 
de façon que la corde cd vienne se placer en ef parallè- 
lement à .ij- : alors le cercle se projette en vraie gran- 
deur, sur le plan vertical , suivant un cercle dont le dia- 
mètre éf est égal à ef ou à cd. Si l’on considère deux 
points particuliers [a, //], [b, U~\, de la droite donnée, 
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il est facile de trouver qu’ils viennent, après la rota- 
tion, occuper les positions \jg, f J, [/i, // ] , et que par 
suite la projection verticale de la droite devient fH. 

Les points d’intersection de la droite et du cercle sont 
actuellement projetés , l’un en ni et m , l’autre en ri et //. 
Il n’y a donc plus qu’à chercher ce que deviennent ces 
projections quand on rétablit, par une rotation rétro- 
grade, le cercle et la droite dans leur première situation. 
A cet effet, on décrit , du centre o, les arcs rnr et ns qui 
rencontrent ab en r et s, puis on mène les lignes de pro- 
jection ré et ss 1 qui coupent dli en r J et é : les points 
[/•, /■'] et [j, y] sont les deux intersections demandées. 

141. Problème IX. Déterminer les points d’intersec- 
tion d’ une droite avec une surface gauche de révolution. 

Imaginons que la droite tourne autour de l’axe de la 
surface, et qu’elle engendre ainsi une seconde surface 
gauche. Les intersections des deux surfaces seront des 
circonférences qui devront contenir les points cherchés; 
par conséquent il suffît de déterminer ces circonférences. 
Le scolie III du n° 69 rend cette détermination facile. 

Nous adopterons (fig. IX) la même disposition dont 
nous avons déjà fait usage plusieurs fois : c’est-à-dire que 
nous prendrons le plan horizontal perpendiculaire à 
l’axe de la surface donnée, et la génératrice de cette 
surface parallèle au plan vertical. Soient a la projection 
horizontale de l’axe , ci a" sa projection verticale, bc et lie' 
les projections de la génératrice, et ad le rayon du collier. 
Soient ef et éf les projections de la droite donnée •. 
menez ag perpendiculaire à ef, élevez la ligne de pro- 
jection gg 1 , et tirez l’horizontale g'd. Il est évident que 
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ag et u'g 1 sont les projections de la plus courte distance 
de l’axe à la droite donnée; de sorte que si on fait 
tourner cette droite autour de l’axe, la surface gauche 
qu’elle engendre aura pour collier un cercle horizontal 
décrit du centre [a, o'] avec le rayon ag. 

Je ferai ad— R et ag— R' : je supposerai R/> R, et je 
construirai à part, au moyen d’un triangle rectangle, une 
longueur R"=^K' 1 — R*. Cela posé, au lieu de la pre- 
mière surface gauche , je considère son cône asymptote , 
lequel a pour sommet le point [a, a'~], et pour génératrice 
une droite [ah, de') parallèle à [bc, lie') ; et, au lieu de la 
seconde surface gauche , j’en considère une autre, décrite 
autour du même axe, laquelle a encore son centre au 
point [a, </], dont la génératrice est parallèle à [ef, df~\, 
et dont le collier a pour rayon la distance ai = R". 
D’après le scolie qu’on vient de rappeler, les plans hori- 
zontaux qui contiennent les intersections de cette der- 
nière surface avec le cône sont les mêmes que ceux des 
cercles d’intersection des deux premières surfaces. 

Pour déterminer ces plans, je chercherai les inter- 
sections du cône avec la génératrice de la dernière sur- 
face gauche. D’abord j’élève la ligne de projection iü , 
q ue je termine àl liorizontalet/^, je mène les lignes ik, i'k, 
respectivement parallèles à ef, df : ces lignes seront les 
projections de la génératrice dont il s’agit. Par le som- 
met [a, it'] du cône, je mène la ligne [al, dl'~\ paral- 
lèle à cette génératrice , et je construis la trace horizon- 
tale , Ik, du plan qui passe par ces deux lignes. La base 
du cône (c’est le cercle décrit du rayon ah) est rencon- 
trée par cette trace aux points rn et n : par suite, les 
intersections du cône et du plan sont les droites proje- 
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tées suivant a/n et an; et comme ces droites coupent ik 

en p et q, on conclut que ces points sont les projections 
horizontales des points d’intersection du cône avec la 
génératrice de la surface gauche , puis on en déduit les 
projections verticales jJ et rj . 

La suite des constructions n’offre plus aucune diffi- 
culté. En menant les lignes /// et r/s 1 parallèles à xy , 
on aura les traces verticales des plans horizontaux qui 
renferment les cercles d’intersection du cône avec la der- 
nière surface gauche. Or, nous avons dit que ces plans 
sont les mêmes que ceux qui contiennent les cercles com- 
muns aux deux premières surfaces gauches ; donc à plus 
forte raison contiennent-ils les intersections de la droite 
donnée avec la surface proposée; donc les points / et /, 
où éj 1 est coupée par les horizontales ///et rj s sont les 
projections verticales de ces intersections. En abaissant 
des perpendiculaires à xy, on trouve sur ef les projec- 
tions horizontales correspondantes r et s. 

Quelques questions sur les contacts. — Problèmes dépendant des 
intersections de surfaces. 

1 42 Problème X. Étant données une droite et une 
sphère, ainsi qu'un cercle de cette sphère , on propose 
de mener par la droite un plan qui coupe la sphère 
suivant un cercle tangent au cercle donné. 

Pour que deux cercles , situés dans des plans quel- 
conques, soient tangents l’un à l’autre, il faut qu’ils 
aient un point commun, et même tangente en ce point. 
Cette tangente devant se trouver dans le plan de chaque 
cercle, elle n’est autre que l’intersection des deux plans ; 
donc on aura un point de cette tangente en prolongeant 
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la droite donnée jusqu'à sa rencontre avec le plan du cercle 
donné. Alors il est évident que, pour résoudre le pro- 
blème, il suffit de mener par ce point deux tangentes à 
ce dernier cercle, et de faire passer par la droite donnée 
deux plans dont chacun contienne une de ces tangentes. 

On voit ainsi que le problème a en général deux solu- 
tions. 11 n'en a plus qu’une quand la droite donnée va 
rencontrer la circonférence du cercle donné, et il est 
impossible quand elle passe dans l’intérieur de ce cercle. 
Si la droite donnée était parallèle au plan du cercle, on 
mènerait les deux tangentes parallèlement à cette droite 
(ce qui est toujours possible dans le cas dont il s’agit) 
et les constructions s’achèveraient comme plus haut. 

Pour simplifier, prenons (fig. X) le plan du cercle 
donné pour plan horizontal. Supposons qu’alors oeto' 
soient les projections du centre de la sphère, et, dans le 
plan vertical, du point d comme centre et avec le ravon 
de la sphère, décrivons un cercle. La partie a'd de la 
ligne de terre, comprise dans ce cercle, sera la projec- 
tion verticale du cercle donné, et on aura sa projection 
horizontale en traçant un cercle, du centre o, sur le dia- 
mètre ab égal à dU . 

Soient cd , dd\ les projections de la droite donnée, 
laquelle a pour traces les points c et d’. Les traces hori- 
zontales des plans cherchés doivent passer en c, et, 
d’après ce qui a été expliqué, on les obtient en menant 
les tangentes ca , c(3, au cercle on. Quant aux traces 
verticales, il est clair qu’elles doivent passer au point d', 
et dès lors elles se déterminent facilement : ce sont les 
droites ad 1 et fol 1 . 

Il est également facile de déterminer les centres et les 
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diamètres des cercles tangents au cercle ou, suivant les- 
quels la sphère est coupée par les plans csul' et cftd 1 . Je 
me bornerai à construire les diamètres. Cherchons celui 
qui est dans le plan end ' . Sur la ligne oe , perpendicu- 
laire à c<x, imaginons un plan vertical : ce plan passera 
par le centre de la sphère et sera perpendiculaire au 
plan end 1 ; donc il contiendra le rayon abaissé du centre 
de la sphère perpendiculairement au plan end 1 , et par 
conséquent il coupera ce plan suivant une droite dont la 
partie comprise dans la sphère sera le diamètre cherché. 

Pour trouver ce diamètre en vraie grandeur, je fais 
tourner le plan vertical élevé sur oe de manière que oe se 
place en oa parallèlement .à xy. Il est clair qu’alors le 
grand cercle de la sphère situé dans ce plan se projettera 
verticalement sur le cercle Vdrd . La droite d’intersec- 
tion dont il s’agit passe au points; et de plus, comme le 
plan end 1 contient la ligne donnée [cd , cV/'], il s’ensuit 
que le point [/,/'], où cette ligne est rencontrée par le 
plan vertical élevé sur oe , est un autre point de la même 
intersection. Après la rotation , le point e se projette 
verticalement en d, le point [ f \ J*] en H : par suite 
cette intersection vient se projeter suivant la droite dH\ 
et c’est la portion drd, comprise dans le cercle, qui 
est la vraie grandeur du diamètre cherché. On trouve- 
rait d’une manière toute semblable le diamètre Un 1 du 
cercle situé dans le plan cfyV . 

145. Problème XI. Etant donne un cylindre ou 
un cône à base circulaire, on propose de mener à cette 
surface un plan tangent qui fasse un angle donne accc 
le plan de cette Irnsc. 
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Supposons que ia surface soit un cylindre ayant pour 
base un cercle tracé dans le plan horizontal. Par un 
point quelconque de l'espace menons une verticale et 
une oblique faisant avec le plan horizontal l’angle donné ; 
puis engendrons un cône droit en faisant tourner cette 
oblique autour de la verticale. Tous les plans tangents à 
ce cône formeront avec le plan horizontal le même an- 
gle : en conséquence on mènera à ce cône deux plans 
tangents parallèles aux génératrices du cylindre (81); 
ensuite on mènera au cylindre des plans tangents paral- 
lèles à chacun de ces deux-là, et la question sera résolue. 

Quand il s’agit d’une surface conique , la solution se 
- modifie un peu. Alors on place le sommet du cône auxi- 
liaire au sommet «lu cône donné, et on obtient les traces 
horizontales des plans cherchés en menant des tan- 
gentes communes aux deux cercles, hases de ces cônes. 
Le reste des constructions n’offre aucune difficulté. 

Dans ce cas, comme dans celui du cylindre, il est 
clair qu’on trouve en général quatre plans tangents dif- 
férents : mais, pour certaines données, ils pourraient 
se réduire à un moindre nombre, et même la question 
pourrait être impossible. 

Je n ai développé que les constructions relatives au 
cas du cylindre : elles sont contenues dans la figure XI. 
Le cylindre a pour base le cercle décrit sur le dia- 
mètre nb , il est projeté horizontalement entre les droites 
cd et ef, et verticalement entre "7/ et M/. Du point 
[a, a], pris à volonté, je mène la droite [a(3, a'(ÿ] pa- 
rallèle au plan vertical , et formant avec le plan horizon- 
tal l angle donné. Elle perce le plan horizontal au point p, 
et en la faisant tourner autour de la verticale élevée 
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en a elle engendre un cône droit, lequel a pour base le 
cercle décrit du rayon a jï, et dont toutes les généra- 
trices forment avec le plan horizontal un angle égal à 
l’angle donné. Par le sommet [a, a'J je mène une pa- 
rallèle [y§, yS 1 ] aux génératrices du cylindre, puis je 
détermine, par le moyen connu (81 ), les plans yçd', y^, 
parallèles à ces génératrices et tangents au cône. C’est 
à ces plans que sont parallèles les plans cherchés qui 
doivent être tangents au cylindre. On obtiendra donc 
les traces horizontales des plans cherchés en menant 
des tangentes à la base du cylindre, parallèles aux lignes 
yç et yvp . Ensuite on aura leurs traces verticales en me- 
nant des parallèles aux lignes et ’}o / . 

On trouve des vérifications en cherchant les traces 
verticales des quatre arêtes de contact : car ces traces 
doivent être respectivement sur les traces verticales des 
plans tangents. Remarquez d’ailleurs que deux de ces 
arêtes ont même projection horizontale, et qu’il en est 
ainsi des deux autres. Cela est trop facile à démontrer 
pour qu’il soit nécessaire de s’y arrêter. 

144. Problème XII. Déterminer les plans tangents 
communs à une sphère et à un cène droit. 

Admettons pour un moment qu’on ait trouvé un plan 
tangent commun aux deux surfaces. Au point de con- 
tact avec la sphère menons un rayon , et menons aussi 
un plan par l’axe du cône et par l’arête de contact : ce 
rayon et ce plan méridien seront perpendiculaires au 
plan tangent. Si nous imaginons, par le centre de la 
sphère, un plan parallèle au plan tangent, il sera coupé 
par le plan méridien suivant une droite parallèle à l’arête 
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de contact et éloignée d’elle d’une distance égale au rayon 
de la sphère. De plus, il est clair qu'il sera tangent au 
cône engendré par la révolution de cette parallèle au- 
tour de Taxe du cône donné. Or il est facile de détermi- 
ner ce nouveau cône et de lui mener, par le centre de la 
sphère, des plans tangents; et ensuite il sera facile aussi 
d’obtenir les plans demandés, d’après cette considéra- 
tion qu’ils sont parallèles à ceux-là et tangents au cône 
proposé. Comme le cône auxiliaire peut être intérieur ou 
extérieur au cône donné, le problème peut avoir quatre 
solutions différentes, sauf les cas particuliers. 

Dans la tigure XII la ligne de terre passe par le 
centre de la sphère, et le plan horizontal de projection 
est perpendiculaire à l’axe du cône. Soient a le centre de 
la sphère et ah son rayon ; soient c et d les projections 
du sommet du cône , cd et dit celles d’une génératrice 
parallèle au plan vertical, et cd le rayon de sa base sur 
le plan horizontal. Perpendiculairement à dd prenez 
À^==àv=a4; parallèlement à dd tirez les lignes wd et 
y/'; considérez ces lignes comme les projections verti- 
cales de deux droites dont les projections horizontales 
sont dirigées suivant cd ; cherchez les traces horizon- 
tales e et J de ces droites; enfin décrivez deux cercles 
avec les rayons ce et cf. 

D’après ce qui a été dit, il faut d'abord mener, par 
le point a , des plans tangents à deux cônes droits dont 
ces deux cercles sont les bases, et ensuite mener des 
plans parallèles à çeux-là et tangents au cône donné. 
Or les traces horizontales des premiers plans sont les 
tangentes ag, ah , ai, a/r, donc en menant, parallèle- 
ment à ces droites, des tangentes au cercle cd, on aura 
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les traces horizontales des plans tangents communs à la 
sphère et au cône donné : savoir, pa., ry, sS. Tous 
ces plans devant passer par le sommet [c, </], il sera 
facile d’avoir, par les moyens ordinaires, leurs traces 
verticales ad 1 , j3w', y ri, dd. 

143. Problème XIII. Par un point donne , mener 
un plan langent commun à deux sphères. 

Soient a et b (fig. XIII) les centres des deux sphères, 
et c le point donné. Par ces trois points je fais passer 
un plan , que je prend .pour plan horizontal de projec- 
tion , et dans lequel je trace la ligne de terre à volonté. 
Aux grands cercles situés dans ce plan je mène les deux 
tangentes de, fg, qui vont se rencontrer en h sur la 
ligne ait ( il y a deux autres tangentes, ik et Irn, qui se 
coupent en n et dont je parlerai plus loin); puis je les 
fais tourner autour de ah en même temps que les cer- 
cles. Elles décriront un cône droit, et il est facile de 
reconnaître que tous les plans tangents à ce cône seront 
tangents aux deux sphères : par conséquent, en lui 
menant des plans tangents par le point c , on aura déjà 
deux plans qui satisferont au problème. Or ces plans 
doivent tous deux passer par le sommet h et par le 
point donné c ; donc la droite ch est la trace horizon- 
tale de chacun de ces plans. 

Déterminons leurs points de contact avec la sphère 
dont le centre est a. A cet effet , observons que ces 
points sont sur le cercle vertical dont df est le diamètre, 
que le plan de ce cercle est coupé, par les deux plans 
tangents, suivant deux tangentes à ce même cercle, et 
que la rencontre o des lignes ch et df est un point de 

16 
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fces tatlgentes ; donc , si on rabat le cercle sut* le plan 
horizontal autour de son diamètre df, fet si on lui mène 
les tangentes oP et oF, les points P et F seront , dans 
le rabattement, les points de contact cherchés. Us ont 
pour projection horizontale le point p où PF coupe df \ 
et, pour avoir leurs pi’ojections verticales, il faut, sur 
pu perpendiculaire à .rjr, prendre a/J =%//=;= pV. 
Alors on mènera, par les deux points de Contact, des 
horizontales parallèles à la trace cAj et On s’en servira 
pour trouver les traces verticales rrf et rtf : l’ün des 
deux plahs tangents sera crf, et l’autre sera Orrf . 

On n’a encore que deux Solutions pour la qiiesiion 
proposée; mais on peut mener, aux deux grands cercles 
situés dans le plan horizontal, deux autres tangentes, 
ik et An; et, par des constructions pareilles aux pré- 
cédentes, on aura deux autres plans tangents. Ces deux 
plans sont cui et eut". 

Pour éviter la confusion , ôh rt’â construit dans l’épure 
qué les points de contact des quatre plans avec l’une 
des sphères : il est sans doute inutile de dire que les 
points de contact avec l’autre sphère se déterminent 
semblablement. 

1 46 . Les considérations employées dans le problème 
précédent Conduisent à la solution de celui-ci : Trouver 
les plans tangents à trois sphères données. 

Afin de fixer les idées , prenons le cas où les trois 
Sphères seraient entièrement séparées les unes des autres, 
et nottimons-les À, À f , AJ r . Détermihôns, comme plus 
haut, les deux cônes circonscrits aux sphères À et À f : 
lé premier, que j’appellerai C, ayânt son sommet ait 
delà d’un des centres par rapport à l’autre, et le second, 
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que j’appellerai D, ayant son sommet entre les deux 
centres. Déterminons aussi les deux cônes analogues C 
et D', circonscrits aux sphères A et A". Cela posé , il est 
facile de reconnaître que tout plan tangent aux trois 
sphères est tangent à l’un des cônes C et D , et aussi à 
l’un des cônes G et D'; et réciproquement, que tout 
plan qui remplit ces conditions est tangent aux trois 
sphères. Il faut donc prendre un des cônes C et D avec 
un des cônes G et iy, ce qui produit quatre systèmes 
différents , et mener des plans tangents communs aux 
deux cônes de chaque système. 

Quelque système que l’on considère , les plans tan- 
gents devront passer par la droite qui unit les deux 
sommets : ainsi la question se réduira à mener, par 
cette droite , des plans tangents à l’un des deux cônes , 
ou, si on le préfère, à celle des trois sphères qu’on 
voudra. Pour chaque système on peut avoir deux plans 
tangents ; il y aura donc en tout huit plans qui seront 
tangents à la fois aux trois sphères. Ces plans, consi- 
dérés deux à deux, sont situés symétriquement à 
l’égard du plan conduit par les trois centres, et vont 
couper ce plan suivant la même droite. Deux d’entre 
eux sont placés de manière que chacun d’eux touche les 
trois sphères d’un même côté par rapport à lui , tandis 
que chacun des six autres touche deux sphères d’un 
côté, et la troisième de l’autre. 

Au lieu de huit plans tangents , il n’y en aura que 
quatre si l’une des sphères en rencontre une autre, et 
deux seulement si elle rencontre aussi la troisième. Le 
problème est impossible quand une sphère est enve- 
loppée par une des deux autres. Il peut aussi être indé- 
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terminé, et ce cas arriverait si un même cône était tan- 
gent aux trois sphères. 

147. Nous n’avons fait aucun usage des cônes C" et 
D" circonscrits aux sphères A' et A". Cependant chaque 
plan tangent aux trois sphères doit l’être aussi à l’un de 
ces cônes, et par conséquent passer à son sommet. Or 
les six cônes ont leurs sommets dans le plan conduit par 
les centres des trois sphères; donc si l’on considère trois 
de ces cônes qui soient touchés par le même plan, leurs 
sommets seront sur l’intersection de ce plan avec le plan 
des centres , et par conséquent ils seront en ligne droite. 

Maintenant voici comment on peut discerner, dans 
les six cônes, les combinaisons où il y a trois sommets en 
ligne droite : 

1 " Si on considère les cônes C et C, le plan tangent 
touche les trois sphères extérieurement , c’est-à-dire 
qu’il laisse les trois sphères d’un même côté; donc il 
doit être tangent au cône C" ; donc les cônes C, Cl, Cl' 
ont leurs sommets en ligne droite. 2° Dans la combinai- 
son C et D', le plan tangent laisse les sphères À et A' d’un 
même côté, mais il passe entre les sphères A et A"; donc 
les sphères A et A" sont de côtés différents par rapporta 
ce plan ; donc il est tangent au cône D"; donc les cônes C, 
D', D" ont leurs sommets en ligne droite. 3° Même rai- 
sonnement à l’égard des trois cônes D, C, D". 4° En- 
core même raisonnement pour les trois cônes D, 0, C'. 

On voit que la première combinaison comprend les 
trois cônes qui touchent extérieurement les sphères con- 
sidérées deux à deux, et que les trois autres ne com- 
prennent qu’un seul de ces cônes. 

148. La propriété établie ci-dessus à l’égard des 
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cônes qui sont circonscrits à trois sphères , prises deux 
à deux, conduit à cette proposition remarquable de géo- 
métrie plane : Étant donnés trois cercles situés dans un 
plan , si on mène à ces cercles, pris deux à deux , des 
tangentes extérieures, et (pé on tes prolonge jusqu'à ce 
qu'elles se coupent, les trois points de concours sont 
toujours en ligne droite. 

En effet, regardons ces cercles comme les grands cer- 
cles de trois sphères, et considérons les trois cônes dont 
chacun serait circonscrit extérieurement à deux de ces 
sphères : d’après ce qui a été dit ci-dessus, les sommets 
de ces cônes sont situés en ligne droite sur le plan con- 
duit par les centres des trois sphères. Or, ce plan coupe 
ces sphères suivant les cercles donnés, et les cônes sui- 
vant les tangentes désignées dans l’énoncé ; donc le 
théorème est démontré. 

Par des raisonnements analogues, que le lecteur aper- 
çoit sans doute, on arrive encore à cette conclusion : 
Si aux trois mêmes cercles , pris deux à deux, on 
mène des tangentes intérieures , c'est-à-dire qui se croi- 
sent entre les centres des cercles, on aura trois nou- 
veaux points de concours, dont deux quelconques sont 
en ligne droite avec un des trois premiers ; en sorte 
que les six points île concours sont toujours tes inter- 
sections de quatre droites. 

149. Problème XI Y. line droite et une sphère étant 
données, un cylindre est déterminé s'il doit être paral- 
lèle à la droite et circonscrit à la sphère : on propose 
de construire , dans ce cas, les projections de ta courbe 
*le contact et la trace horizontale du cylirulre. 


Digitized by Google 


246 QUATRIÈME PARTIE. 

Coupez la sphère suivant un grand cercle par un plan 
parallèle à la droite donnée; menez à ce cercle une tan- 
gente parallèle à cette droite ; puis imaginez que le cercle 
et la tangente tournent autour d’un axe mené par le 
centre parallèlement à celte même droite. Le point de 
contact décrit sur la sphère un grand cercle dont le plan 
est perpendiculaire à l’axe de révolution; et la tangente 
engendre un cylindre droit dont les génératrices sont 
parallèles à cet axe, et qui a, en chaque point du grand 
cercle, même plan tangent que la sphère. Tel est le cy- 
lindre déterminé par l’énoncé ; et le grand cercle, dont 
le plan est perpendiculaire à la droite donnée , est la 
courbe de contact dont il faut d’abord construire les 
projections. A cet effet , on se sert d’une projection auxi- 
liaire sur un plan vertical parallèle à la droite donnée; 
le grand cercle de contact s’y projette selon un dia- 
mètre perpendiculaire à la projection, sur ce plan, de 
la droite donnée , et de là il est facile de passer aux au- 
tres projections. 

Soient (fig. XIV) aj3, a' (3', les premières projections 
de la droite donnée, et a, d, celles du centre de la 
sphère. Ayant mené à volonté mu parallèle à a (3, j’ima- 
gine que la projection auxiliaire soit faite sur un plan 
vertical élevé sur uv , et je fais tourner ce plan autour 
de uv pour l’appliquer sur le plan horizontal. En me- 
nant aÿd' perpendiculaire à uv et prenant ÿeP — od, 
le point d ' sera la nouvelle projection du centre ; et 
comme le rayon de la sphère est donné, on peut dé- 
crire, avec ce rayon et des centres a, d , d 1 , des cer- 
cles qui seront les projections des grands cercles de la 
sphère parallèles aux trois plans de projection. Paral- 
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lèlement à [a(ï, a'(ï'], menez lu ligne [ ub , dü~\ qui ren- 
contre le plan horizontal en b, abaissez bU' perpendi- 
culaire à uv, et tirez d'W : les génératrices du cylindre 
se projetteront sur le nouveau plan suivant des parallèles 
à d'U'-, et le cercle de contact, de la sphère avep le cy-r 
liudrc, s’y projettera suivant le diamètre d'd' perpen- 
diculaire à d'U' . 

Pour montrer cpmment on obtient les projections de 
ce cercle sur les deux autres plans , je considère , par 
exemple, les points projetés en ni'. Ils sont situés sur 
un cercle horizontal dont on obtient la projection hori- 
zontale en menant par le point ni' la corde d'j" parallèle 
à ut>, et en décrivant un cercle du centre a sur le dia- 
mètre ef égal à d'f". Alors, en abaissant la ligne ni' ni 
perpendiculaire à ne, ses intersections m et n avec ce 
cercle appartiendront à la projection horizontale du 
cercle de contact. Si , dans le plan vertical primitif, on 
mène l’horizontale df à la même hauteur au-dessus de 
xy que é'f" an-dessus de «e, on devra prendre sur cette 
horizontale les projections ni et ri correspondantes à 
ni et n. En répétant ces constructions pour autant de 
points qu’on voudra, on détermine les deux projec- 
tions, cnuln et U nid' ri, du cercle de contact. 

La projection d'd!' met en évidence les points situés 
sur I e grand cercle horizontal de la sphère. Ils y sont 
projetés en a"; les projections correspondantes sur le 
plan horizontal sont g et h , et sur le plan vertical pri- 
mitif elles sont g’ et U. Le point le plus élevé et le point 
le plus bas sont également en évidence : leurs projec- 
tions sont d ' et <# sur le plan auxiliaire, et on en con- 
clut les projections c et d , d et </', sur les deux autres. 


Di. 
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Pour satisfaire à l’énoncé , il faut encore construire 
la trace horizontale du cylindre circonscrit, ce qui re- 
vient à déterminer les traces horizontales d’un certain 
nombre de génératrices. Par exemple , qu’on mène znM 
et «N parallèles à a{3 , ainsi que ni 1 J. parallèle à a" U 1 , 
on aura les projections de deux génératrices du cylin- 
dre; et leurs traces horizontales M et N seront à la 
courbe cherchée. Les autres détails s’expliquent assez 
d’eux- mêmes. 

Remarque I. Les constructions effectuées plus haut 
apprennent à trouver les points du cercle de contact 
placés sur un plan horizontal quelconque : on peut aussi 
déterminer ceux qui sont situés sur des plans parallèles 
au plan vertical primitif. Prenons, par exemple, celui 
dont la trace horizontale est pq. L’intersection de ce 
plan, avec celui dans lequel se. trouve le cercle de con- 
tact, est une droite qui contient les points cherchés, et 
dont les projections sont pq sur le plan horizontal, et 
c "d!' sur le plan auxiliaire. Pour avoir la projection de 
cette droite sur l’autre plan vertical, je mène par les 
points p et q, pris arbitrairement sur pq, les lignes 
pc. '///', perpendiculaires à uv, et les lignes pq pi, 

q\rf , perpendiculaires à xy ; puis je prends yp' — q'pl 1 , 
ÿq 1 = ; et enfin je tire //</ : c’est la projection dont 

il s’agit. D’un autre côté, le plan vertical élevé sur pq 
coupe la sphère suivant un cercle, dont la projection 
verticale est un cercle tracé du centre a 1 sur un diamè- 
tre /V égal à la coi*de rs (cette corde est ici un diamètre) ; 
donc les points du cercle de contact, qui sont dans ce 
plan , ont leurs projections verticales aux intersections i' 
et k. On en déduit ensuite les projections i et k. 
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Remarque II. Le problème qu’on vient de traiter est 
le même qu’il faut résoudre quand on suppose qu’une 
sphère opaque est éclairée par des rayons de lumière 
parallèles entre eux, et qu’on demande : 1° la courbe 
qui sépare, sur cette sphère, la part ie éclairée de la partie 
obscure; 2° l’ombre portée par cette sphère sur un plan 
horizontal. 

1 oO. Problème XV. Déterminer la courbe de con- 
tact d’un ellipsoïde à axes inégaux avec un cène, dont 
le sommet est donné et qui doit être circonscrit à cette 
surface. 

Imaginez trois droites ou axes, de longueurs don- 
nées, qui se coupent mutuellement à angles droits en 
leurs milieux ; et sur ces axes , pris deux à deux , décrivez 
trois ellipses. Si on fait mouvoir l’une de ces ellipses 
de manière que son plan reste parallèle à lui-même, et 
si en même temps on change ses axes de manière que 
ses sommets soient toujours sur les deux autres ellipses, 
on engendre la surface qu’on appelle ellipsoïde. Le 
point où se coupent les trois axes donnés est le centre 
de la surface, et les trois ellipses décrites sur ces axes 
se nomment ellipses principales. 

Parmi les propriétés de cette surface se trouvent les 
suivantes, dont je ferai usage. 1° Toutes les sections 
faites par des plans sont des ellipses , et , quand ces plans 
sont parallèles, les ellipses sont semblables, c’est-à-dire 
que leurs axes sont proportionnels; d’où il suit que les 
droites semblablement tirées dans ces ellipses sont aussi 
proportionnelles. 2° Si, par différents points d’une même 
section , on mène des plans tangents à la surface , ils 
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iront tous se couper en un même point; et réciproque- 
ment, si d’un point donné extérieurement on mène des 
pians tangents à la surface , tous les contacts seront sur 
une même section plane de cette surface. En joignant 
les points de cette section plane avec le point extérieur» 
commun à tous les plans tangents , on détermine un 
cône circonscrit à l'ellipsoïde. 

Dans l’énoncé, le sommet du cône circonserit est 
donné , et il faut trouver les projections de la courbe de 
contact, A cet effet, je prendrai les plans de projection 
parallèles à deux des ellipses principales, je ferai des sec- 
tions horizontales dans la surface, et je déterminerai les 
points de contact situés sur ces différentes sections. Il y a 
aussi quelques points remarquables que je construirai, 

Soient (fig. XY) o, d les projections du point donné, 
et a , a' celles du centre de l’ellipsoïde. Soient bc et de 
les projections des axes de l’ellipse principale qui est 
parallèleau plan horizontal, et que je nommerai H, Enfin 
soient tid et j'g 1 les projections de l’ellipse principale 
qui est parallèle au plan vertical, et que je nommerai V, 
Ces deux ellipses , H et V, sont en vraie grandeur dans 
les plans de projection. Je supposerai bc > edtXed^ fg 1 , 
Cela posé , considérons la section horizontale projetée 
sur Hi' : cette section est une ellipse semblable à H , et 
son grand axe a pour projections hi et Hi' . Menons les 
tangentes 11U , i'I', qui se croisent en cP : le point [a, 
peut être regardé comme le sommet d’un cône qui tou- 
cherait l’ellipsoïde à tous les points de l’ellipse projetée 
en à'i ! ; et en menant par le point donné [o, d\ des plans 
tangents à ce cône, on déterminera sur cette ellipse 
deux points de la courbe de contact cherchée. D’après 
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la méthode expliquée n° 80 , il faudrait faire passer une 
droite par les points [o, d | et |«, d'\, chercher le point 
de rencontre de cette droite avec le plan horizontal Ht, 
et, de ce point, mener des tangentes à l’ellipse située 
dans ce plan. Pour avoir d’autres points de la courbe 
de contact, il faudrait mener des tangentes à d’autres 
ellipses : or, on peut modifier les constructions de ma- 
nière à opérer toujours sur l’ellipse bdee, et c’est ce 
qu’on va expliquer. 

Par le point (o, «/] conduisons un plan horizontal, 
dont la trace est dé . Le cône d'h'/' (cette expression 
abrégée désigne le cône projeté sur d'Hi') est coupé par 
ce plan suivant une ellipse semblable à H, et dont le 
grand axe est égal à Ht. Or, si on tire té qui rencontre 
dd' en d", et si on prend le point [a, d"\ pour som- 
met d’un cône ayant pour base l’ellipse H , il est facile 
«l’apercevoir «jue ce cône sera coupé par le plan dé selon 
la même ellipse que l’autre cône. Ces deux cônes peuvent 
être regardés comme ayant cette ellipse pour hase com- 
mune; et comme d’ailleurs ils ont leurs sommets sur la 
même verticale, il s’ensuit que les arêtes de contact de ces 
cônes, avec les plans tangents menés par le point |o, <y], 
auront les mêmes projections horizontales. Ainsi, on 
pourra trouver ces projections en se servant du dernier 
cône au lieu du premier : alors les points de contact 
situés sur l’ellipse fit seront faciles à connaître. 

Pour le moment il faut donc mener, par le point [o, c/], 
des plans tangents au cône cl" Ht . En conséquence, je 
trace les projections ou, dd " , de la droite qui passe par 
ce point et par le sommet [a, d "\ ; j’en déduis les pro- 
jections rn et ni du point où elle rencontre le plan de 
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l’ellipse H; je mène les tangentes mn, mp, à la projec- 
tion horizontale de cette ellipse; et, en tirant an et ap, on 
a les projections horizontales des deux arêtes de contact. 

Si la projection horizontale de 1 ellipse H? était tracée, 
ses intersections avec an et ap seraient les projections 
horizontales des points cherchés. Mais cette projection 
étant une ellipse semblable à bdce, et ayant lu pour 
grand axe, ces intersections doivent diviser an et ap 
comme ac l’est en /; donc on aura ces intersections en 
tirant les droites en, cp, et leurs parallèles iq, ir. En 
prenant sur tii' les projections verticales ([ et /^corres- 
pondantes à q et r, les deux points projetés en q, (f , 
et en r , /, appartiendront à la courbe de contact que 
l'énoncé propose de déterminer. En répétant les mêmes 
constructions , on obtient les projections de cette courbe, 
telles que l’épure les présente. 

Maintenant voici les points remarquables qui ont été 
construits. 

1° Les points situés sur les ellipses principales. Pour 
avoir les projections de ceux qui sont sur l’ellipse H, 
il suffit de mener les tangentes os et ota l’ellipse bdce , et 
de tirer les lignes de projection s/, It! . On a déterminé 
les points qui sont sur l’ellipse V en menant, par le 
point d, des tangentes à la projection Uj 'def de cette 
ellipse; et on trouverait semblablement les points situés 
dans le plan de la troisième ellipse principale, en pro- 
jetant le point [o, t/J sur ce plan, et en menant, par 
cette projection, des tangentes à cette ellipse. 

2" Les points situés dans le plan vertical conduit par 
le point donné [o, o'] et par le centre [a, d\. Ce plan 
coupe la surface suivant une ellipse dont les axes sont 
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égaux à x p et J et si on mène, par le point donné, 
dos tangentes à cette ellipse, les points de contact seront 
ceux dont il s’agit. Pour les obtenir, on rend le plan 
«le l’ellipse parallèle au plan vertical en le faisant tourner 
autour de la verticale élevée en a. Alors l’ellipse se pro- 
jette en vraie grandeur sur le plan vertical, et, si on 
prend a!fi'= ax , les axes de cette projection se- 

ront a'jÿ, J 1 g 1 : supposons qu'en même temps le point 
donné vienne se projeter en u" . Quand on connaît les 
axes d'une ellipse, on sait trouver ses foyers, et ensuite 
on peut, sans tracer la courbe, construire les points où 
elle est touchée par les tangentes partant d’un point 
donné (l 'oyez les traités ordinaires de Géométrie ana- 
lytique). Dans l’épure le procédé est indiqué, et les 
points de contact sont y et En remettant l’ellipse 
dans sa première position, on trouve sans difficulté les 
projections u et //, v et r , des deux points cherchés. 

L’un de ces points est le plus bas de la courbe de 
contact, et l’autre est le plus élevé. On s’en assure en 
remarquant que si l’on voulait chercher, par la méthode 
générale, des points de cette courbe qui fussent situés 
sur une section horizontale faite au-dessous de // ou au- 
dessus de d, le point donné [o, d\ serait renfermé dans 
l’ intérieur des cônes auxquels il faudrait, de ce point, 
mener des plans tangents, ce qui serait impossible. 

L’épure présente encore les constructions qui fout 
connaître les points situés dans le plan conduit, perpen- 
diculairement au plan vertical, par le point donné et 
par le centre de l'ellipsoïde. Elles ne diffèrent des pré- 
cédentes que parce que le plan vertical remplace le plan 
horizontal et ripe versa. 
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Remarque. Le problème qui vient d’être traité si au 
long est évidemment le même que celui-ci : Un ellipsoïde 
étant éclairé par un point lumineux, quelle est, sur cette 
surface, la courbe qui sépare l'ombre de la lumière? 

161. Problème XVI. On suppose qu'une droite 
glisse parallèlement à elle - même sur le contour 
d’une niche ; et on demande la ligne qu'elle trace 
dans l’ intérieur de la niche, ou, ce qui est la mén\e 
chose , l'ombre portée dans la niche par son propre 
contour. 

Soit xy (fig. XVI) la ligne de terre , qu’on suppo- 
sera tracée sur le sol même. Dans un plan horizontal , 
dont la trace verticale est al y 1 , décrivons un demi-cercle 
tel que celui dont les projections sont neb et d’d . Conce- 
vons qu’un cylindre vertical , ayant ce demi-cercle pour 
base, soit terminé à un plan horizontal indiqué par dd, 
et qu’il y ait au-dessus de ce cylindre un quart de sphère 
ayant même centre [o, d\ et même rayon dd que la 
base supérieure du cylindre. L’espace vide formé der- 
rière le plan vertical , et compris par le cylindre et le 
quart de sphère, est une niche. On suppose qu’une droite 
glisse parallèlement à une droite donnée [a[3, o/f?] sur 
le contour d'dHV , et on demande les projections de la 
ligne qu’elle décrit sur la surface intérieure de la niche. 
Cette ligne se compose de trois parties qu’on va déter- 
miner successivement. 

1° Une partie est décrite sur la surface cylindrique 
pendant que la droite se meut le long de la verticale 
projetée en d'd. Or, dans ce mouvement, il est clair que 
la droite reste dans un plan vertical dont la trace ho- 
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rizontale ac est parallèle à a|3 , et dont l’intersection avec 
le cylindre est une génératrice projetée horizontalement 
en c et verticalement en d'd : donc, si on mène <ld 
parallèle à a'jÿ et qu’on arrête d'd à cette parallèle, on 
aura la ligne que la droite mobile décrit dans le cylindre 
en s’élevant jusqu’au point [n, d]. 

2° La secondé partie provient de l’intersection du 
cylindre de la niche avec le cylindre oblique qu’engendre 
la droite mobile en glissant sur le cercle Vertical pro- 
jeté en dHl) . En conséquence , on prendra différentes 
génératrices \de , d'd \ , \fg, fg?},... du cylindre obli- 
que; on remarquera que les points oit elles rencontrent 
le cylittdre de la niche sont projetés en e , g,... sur le 
plan horizontal ; et on aura leurs projections verticales 

d, gV 1 * en élevant les lignes de projection ed, gg 1 

On a obtenu ainsi la courbe ddg'd, comprise entre le 
point d et l’horizontale dV . On verra tout à l’heure, 
dans la remarque, le moyen de construire le point d 
placé sur cette horizontale. 

3“ La dernière partie de la ligne cherchée est une 
courbé résultant de l’intersection du quart de sphère , 
qui termine la niche , avec le cylindre oblique dont on 
vient de parler. On obtiendra les points de cette courbe 
en coupant les deux surfaces par des plans parallèles aux 
génératrices dü cylindre, et qu’on choisira, pour plus 
de commodité , perpendiculaires au plan vertical de pro- 
jection. Chacun de ces plans contient une génératrice 
du cylindre et Un cercle de la sphère; et l’intersection 
de ce cercle avec là génératrice est un point de la courbe. 
Mais ici il convient de recourir à une projection auxi- 
liaire , qu’on fera sur un plan parallèle à ceux des sec- 
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lions, afin que les cercles de ces sections s'y projettent 

en véritable grandeur. 

lirons à volonté un parallèle à a!ft, et par un ima- 
ginons un plan perpendiculaire au plan vertical : c’est 
sur ce plan que je ferai la projection auxiliaire , de sorte 
qu'on doit se le représenter comme rabattu sur le plan 
vertical autour de la ligne un- Toutes les sections pa- 
rallèles de la sphère sont des cercles projetés verticale- 
ment sur des droites ////, l'ej ,... parallèles à a|3 et on 
obtient les projections de ces cercles sur le nouveau plan 
en abaissant sur un les perpendiculaires du, h'n, /%... 
et en décrivant des cercles du centre u avec les rayons 
un, u/.,... Il y a encore à déterminer, sur le nouveau 
plan, les projections des sections faites dans le cylindre 
oblique, c’est-à-dire, des génératrices parallèles à 
[afi , a/p] et partant des points projetés en H , 
Soient la génératrice [hk, //A 7 ], et [A - , //] un point de cette 
génératrice : la projection horizontale fait connaître la 
distance zk à laquelle ce point est placé derrière le plan 
vertical. On abaissera donc k ! Ç perpendiculaire sur un , 
on prendra Çy = zk, et on joindra ny : la génératrice 
[hk, ////] sera projetée sur le plan auxiliaire suivant «y. 
Les autres génératrices s’y projetteront suivant des pa- 
rallèles à cette droite; et les intersection y, de 

ces parallèles avec les cercles correspondants, déter- 
minent sur le plan auxiliaire la projection de la courbe 
cherchée. 

Alors il est facile d’avoir ses projections «ViV, unr, 
sur les plans primitifs. Si, par exemple, on considère 
le point projeté en v, on en déduit d’abord la projection 
verticale n ', et ensuite la projection horizontale n. Dans 
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cps constructions on doit remarquer le point \u,ii\ qui 
est donné par la parallèle tangente au cercle dHU. 

Remarque. La projection de la dernière courbe sur 
le plan auxiliaire est une ligne droite. En effet, tirez 

«y, : tous les triangles (piw, sont iso- 

scèles et ont leurs bases y}9 , , . . . . parallèles : donc les 

angles mL{/,.... sont égaux entre eux, ainsi que 
les autres angles adjacents à ces bases. Les angles rjoxp, 
* 3 &><J/,.... sont donc aussi égaux, et par suite les points 
to, ç, 'j/,.... sont en l*g ne droite : ou bien, ce qui est 
la même chose, la courbe décrite dans l’intérieur de la 
sphère est un grand cercle, dont le plan est perpendi- 
culaire au plan de la projection auxiliaire *. 

De là résulte un moyen facile d’obtenir les points de 
la courbe qui sont situés sur des cercles quelconques de 
la sphère. Supposons qu’on veuille avoir le point situé 
sur le cercle horizontal dU : on cherchera la droite 
d’intersection du plan de ce cercle avec celui de la 
courbe, et la rencontre de cette droite avec le cercle 
donné sera le point cherché. Cette droite est projetée en 
dU sur le plan vertical, et en tpu sur le plan auxiliaire : 
donc on aura, sur ces plans, les projections#, j, d’un 
point de cette droite , en menant <j#0 perpendiculaire à 
6>n ; et la distance de ce point au plan vertical sera égale 
à 0« r. Alors, sur bd' on prend bs=0cr, et le point s ap- 
partiendra à la projection horizontale de l’intersection 


* En général, si deux surfaces du second ordre ont une courbe 
plane commune, et qu’elles se coupent encore suivant une se- 
conde ligne, cette dernière ligne est plane aussi. La sphère et le 
cylindre à base circulaire sont des surfaces du second ordre. 

17 
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des deux plans. D’ailleurs, ces deux plans passant par 
le centre de la sphère, leur intersection y passe aussi, 
et par suite sa projection horizontale est la droite os. 
La rencontre r de cette droite avec le demi-cercle ucb 
est donc la projection horizontale du point cherché, et 
la ligne de projection n 1 en fait connaître la projection 
verticale r 1 . 

Les constructions, par lesquelles on vient de déter- 
miner le point [r, /], avaient déjà été employées pour 
un cas semblable dans le problème XIV. 

132. Problème XVII. Construire les projections 
de F intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont 
les axes ne sont pas dans le même plan. 

Dans le cas général de deux surfaces de révolution , 
pour trouver des points de leur intersection, on em- 
ploie des courbes qui elles-mêmes doivent être con- 
struites par points (127); mais dans la question ac- 
tuelle, la ligne droite et le cercle peuvent souvent suf- 
fire, je prendrai encore le plan vertical parallèle aux 
axes \aa l , dd"\ et [&5>, , UU"] des surfaces ; mais la ligne 
de terre pourra être tracée à volonté dans ce plan. Du 
reste , j’adopterai les données telles que la fig. XVII les 
présente. 

Coupons les deux ellipsoïdes par des plans parallèles 
entre eux et perpendiculaires au plan vertical , tels que 
ceux dont les traces verticales sont é/i, i'm',.... : dans 
les deux surfaces, les sections seront des ellipses. Les 
cordes df, l'H, .... sont des axes des ellipses résultant 
de la première surface, les autres axes seront des per- 
pendiculaires au plan vertical, élevées aux milieux de 


Digitized by Google 


’ EXERCICES. 259 

ces cordes , et toutes ces ellipses sont semblables entre 
elles. De même, les cordes g'h', l'm',.... sont des axes 
des ellipses de la seconde surface , les autres axes de ces 
ellipses sont des perpendiculaires au plan vertical, éle- 
vées aux milieux de ces cordes, et ces ellipses sont aussi 
semblables entre elles. 

Considérons les deux ellipses d’une même section, 
et imaginons deux cylindres auxiliaires décrits par une 
droite qui glisserait sur ces ellipses, parallèlement à 
une droite quelconque tracée dans le plan vertical. Les 
traces horizontales de ces cylindres seront en général 
des ellipses , dont chacune aura un axe perpendiculaire 
à xy et égal à l’axe horizontal de la section à laquelle 
elle correspond. Or, il est toujours possible de donner 
aux génératrices une direction telle que la trace d’ün 
de ces cylindres soit un cercle, et alors, si les deux el- 
lipses résultant des deux surfaces étaient semblables 
entre elles, la trace du second cylindre serait aussi un 
cercle, et par conséquent l’intersection des deux cercles 
ferait connaître les génératrices communes aux deux 
cylindres. Ensuite les intersections de ces génératrices 
avec le plan des deux ellipses donneraient deux points 
de la courbe cherchée, commune aux deux surfaces 
proposées. On voit qu’il importe d’abord de choisir les 

parallèles d/l, dm', de telle sorte que les sections 

faites dans un des ellipsoïdes soient semblables à celles 
de l’autre; et ensuite, de déterminer la direction que 
doit avoir la génératrice des cylindres auxiliaires pour 
que leurs traces horizontales soient des cercles. 

Par le centre d de l’ellipse dedd", menez dfi , dft, 
respectivement parallèles aux demi-axes d'd, d'd', de 
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l’autre ellipse; prenez dfi égale au demi-axe dd' de la 
première ellipse, et dfi égale au quatrième terme de 
la proportion cCU' ; d'd ; dÇl ; x ; puis décrivez sur les 
demi-axes d [ 3 et dft l’ellipse semblable à Vd'U". 
Elle coupe la première ellipse en deux points, et je 
joins l’un d’eux , d, avec le centre d. Si un troisième 
ellipsoïde était engendré par l’ellipse (3(3'/3" autour de 
l’axe e'(3 , il est facile d’apercevoir que le plan mené par 
dd, perpendiculairement au plan vertical , couperait ce 
troisième ellipsoïde ainsi que le premier suivant des el- 
lipses qui auraient les mêmes axes; donc les sections 
parallèles à ce plan, faites dans les deux surfaces, seraient 
semblables ; et comme d’ailleurs les sections faites dans 
le second ellipsoïde, par ces mêmes plans , seraient sem- 
blables à celles du troisième , il s’ensuit qu’elles le se- 
raient aussi à celles du premier. Ainsi la ligne dd déter- 
mine une direction qu’on peut donner aux plans cou- 
pants pour avoir, dans les deux surfaces, des ellipses 
semblables. . , 

Menez dd parallèle à xy et égale au demi-axe dd\ 
puis tirez une droite par les points d et d. En prenant 
la génératrice des cylindres auxiliaires parallèle à cette 
droite, les traces horizontales de ces cylindres seront 
des cercles. En effet, si l’on considère en particulier le 
cylindre qui a pour base l’ellipse correspondante à ddj 1 
sur la première surface, sa trace horizontale sera une 
ellipse dont un des axes .est égal à 2 dd, et dont l’autre 
est égal à l’axe élevé en d tlans la section perpendicu- 
lairement à dd : or ce dernier est égal à 2 dd' ou 2dd ; 
donc la trace horizontale du cylindre est un cercle. 
Dès lors la trace du cylindre qui a pour base la section 
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faite dans la seconde surface, par le même plan, est 
aussi un cercle; et il en est encore ainsi de toutes les 
autres sections parallèles à celles-là, faites dans les deux 
surfaces. 

Avant d’aller plus loin, rappelons que dans une el- 
lipse les milieux des cordes parallèles sont sur un dia- 
mètre. Par conséquent , en menant dans chacune des 
deux ellipses, données dans le plan vertical , une corde 
parallèle à i// 7 , et tirant une droite par le centre et par 
le milieu de cette corde , on aura les diamètres qui cou- 
pent en leurs milieux les cordes parallèles à i ! f . Soient dp 
celui de la première ellipse, et yÿ celui de la seconde. 
Par rapport aux ellipsoïdes, on doit les considérer comme 
projections verticales de deux diamètres , dont les pro- 
jections horizontales sont aa l et bb { , et qui contiennent 
les centres des sections parallèles. 

La question proposée n’a plus aucune difficulté , et 
les constructions viennent d’elles-mêmes. Soit le plan 
coupant dont la trace verticale est i'm 1 . On regardera 
les deux ellipses qu’il détermine dans les deux surfaces 
comme les bases de deux cylindres parallèles à la droite 
efn'. Ces ellipses ayant leurs centres projetés en <>' et//, 
il est facile de mener par ces centres des parallèles à t J n', 
et d’en déterminer les traces horizontales q et r : res 
points q et r sont les centres des cercles suivant lesquels 
les deux cylindres rencontrent le plan horizontal. La 
première ellipse ayant un de ses points projeté en /', et 
la seconde ayant un de ses points projeté en il est 
également facile d’avoir les traces horizontales s et t des 
génératrices qui passent par ces points. Les distances 
qs et rt seront les rayons des deux cercles; on peut donc 
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les décrire , et leurs rencontres u et z font connaître les 
deux génératrices communes aux deux cylindres. En 
faisant les projections verticales u’d, dvd, de ces géné- 
ratrices, on obtient sur i'rd les projections verticales 
d, nf, des points communs aux deux ellipses; et ensuite 
z on en déduit les projections horizontales v, tv« D’autres 
sections donnent de nouveaux points , et on arrive ainsi 
aux deux courbes tracées dans l’épure, lesquelles sont les 
projections de l’intersection des deux ellipsoïdes. 

Remarque. Quand le premier ellipsoïde est allongé, 
on a dd~y>dd' . Alors on peut faire un triangle rectangle 
qui ait dd pour hypoténuse , et dont un côté soit égal 
à dd'. Supposons, pour ne point changer la figure, 
que ddd soit ce triangle, et que la ligne xy, qui est 
restée arbitraire, soit parallèle à dd. Les deux cylin- 
dres auxiliaires deviendront perpendiculaires au plan 
horizontal, les sections elliptiques se projetteront sur 
ce plan suivant des cercles, et les constructions seront 
simplifiées. Mais cette solution ne pourrait point s’ap- 
pliquer aux ellipsoïdes aplatis, tandis que celle qui pré- 
cède ne souffre exception que dans le cas où l’ellipse 
ne rencontre pas l’ellipse dd'd". 

153. Problème XVIII. Déterminer un point dont 
on connaît les distances à trois points fixes. 

Il est évident que le point qu’il s’agit de déterminer 
est l’intersection de trois sphères, dont les centres sont 
aux points fixes et dont les rayons sont égaux aux trois 
distances données. Prenons pour plan horizontal de 
projection celui qui passe par les trois points fixes , 
A, B, C (fig. XVIII), et pour ligue de terre une per- 
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pendieulaire xyà l’un dos côtés du triangle ABC, à AB 
par exemple (on en comprendra la raison tout à l’heure). 
Des points A, B, C, comme centres, avec des rayons 
égaux aux distances données , je décris trois cercles dans 
le plan horizontal ; on aura ainsi trois grands cercles 
appartenant respectivement aux trois sphères qui con- 
tiennent le point cherché. La première sphère coupe 
chacune des autres suivant des cercles verticaux, qui 
ont pour projections horizontales et pour diamètres les 
deux cordes de et fg. Le point m où se rencontrent 
ces cordes est donc la projection horizontale du point 
cherché. Pour en avoir la projection verticale , on re- 
marque que , de étant parallèle à xy, le cercle vertical 
décrit sur de doit se projeter en vraie grandeur sur le 
plan vertical : or, on obtient évidemment cette pro- 
jection en abaissant sur xy les perpendiculaires dd', 
ed, et en décrivant un cercle sur le diamètre d'd ; donc, 
en menant la ligne de projection rnm', les deux inter- 
sections ni et ni' , avec ce cercle, seront les projections 
verticales de deux points qui satisfont à la question. 

Si les deux cordes déni gf nese rencontraient pointdans 
l’intérieur des cercles, mais seulement dans leurs pro- 
longements extérieurs, le problème serait impossible. 

Remarque. Les (leux points déterminés par les in- 
tersections de la première sphère avec les deux autres 
doivent également se trouver sur le cercle d’intersec- 
tion de la seconde et de la troisième. Or, ce cercle est 
projeté sur la corde hi\ donc cette corde doit passer 
au point m. Donc les trois cordes déterminées par les 
intersections de trois cercles tracés dans un plan se 
rencontrent au meme point. 
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Que les cordes se coupent intérieurement ou exté- 
rieurement, cette proposition est toujours vraie, ainsi 
qu’on le démontre aisément par la Géométrie. 

\ 

1 54. Problème XIX. On a mesuré les angles for- 
més par les rayons visuels dirigés d’un certain point 
de l’espace vers trois points connus : trouver la position 
de ce point. 

Prenons encore (fig. XIX) pour plan horizontal celui 
qui passe par les trois points connus A, B, C, et pour 
plan vertical un plan perpendiculaire au côté AB du 
triangle ABC. Décrivons les segments APB, AQC, BRC , 
capables des angles donnés, et engendrons trois sur- 
faces de révolution en faisant tourner ces segments res- 
pectivement autour de leurs bases AB, AC, BC. Tout 
point pris sur la première surface jouit de cette pro- 
priété que l’angle formé par les droites qui le joignent 
aux points A et B est égal au premier angle donné; 
mais, pour un point intérieur ou extérieur à cette sur- 
face, l’angle ainsi formé serait plus grand ou plus petit. 
Il suit de là que le point dont on propose de fixer la 
position est sur cette surface; par des raisons sembla- 
bles, il doit également se trouver sur les deux autres. 
Ainsi la question se réduit à chercher un point com- 
mun à trois surfaces de révolution dont les axes sont 
dans un même plan. A cet effet, on détermine (126) 
les courbes d’intersection de la première surface avec 
les deux autres ; et les points communs aux deux cour- 
bes satisfont à l’énoncé. 

En coupant, comme au numéro cité, les surfaces 
qu’engendrent les segments APB et AQC par des sphères 
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qui ont le point A pour centre commun, on a trouvé 
que l’intersection des deux surfaces a pour projection 
horizontale la courbe A/w/iD ; et, en coupant la pre- 
mière surface et la troisième par des sphères dont le 
centre commun est en B, on a trouvé sur la projection 
horizontale la courbe \)mn\i. Les projections verticales 
étant inutiles, on ne les a pas construites. Les points 
m et n, où les deux courbes se rencontrent, sont les 
projections horizontales des points communs aux deux 
surfaces. Mais comme ils ont été obtenus par les ren- 
contres de deux courbes, on pourrait avoir du doute 
sur l’exactitude de leur position, et il convient de les 
vérifier. Or, pour vérifier le point m, par exemple, il 
suffit de mener les lignes mf, mg, mh , respectivement 
perpendiculaires aux côtés AB, AC, BC, puis d’exa- 
miner si les points f et g sont sur un cercle décrit du 
centre A , et si les points g et h sont sur un cercle dé- 
crit du centre B. 

Les projections horizontales m et n une fois bien éta- 
blies, les projections verticales correspondantes en dé- 
coulent. En effet, les points cherchés doivent se trouver 
sur les cercles décrits autour de AB par les points fa t i : 
or, ces cercles étant parallèles au plan vertical, on ob- 
tient sur-le-champ leurs projections sur ce plan en pro- 
longeant AB jusqu’en d , en abaissant les perpendicu- 
laires ff et W sur xjr, et en décrivant des cercles du 
centre d avec les rayons df et di { •, donc alors il n’y a 
plus qu'à mener les lignes de projection mm', nn', ter- 
minées respectivement à ces deux cercles. On doit 
trouver ainsi deux points au-dessus de xjr, et deux au- 
dessous; mais, dans l’épure, on n’a marqué que les 
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deux premiers, ce qui revient à supposer que le point 
d’où partent les rayons visuels, qui font entre eux les 
angles donnés, est placé au-dessus du plan horizontal. 
Malgré cette limitation , on voit qu’il y a deux points 
qui remplissent les conditions données, et même, dans 
certains cas , il pourrait y en avoir quatre. 

4 33. Remarque. De ce qu’un point est l’intersec- 
tion des projections horizontales de deux courbes , on 
ne peut pas conclure , en général , qu’il réponde à une 
intersection de ces courbes. Par conséquent, toutes les 
fois que, pour déterminer un point situé sur trois sur- 
faces, on construit les projections horizontales des 
courbes suivant lesquelles une de ces surfaces coupe les 
deux autres, il pourrait y avoir erreur à regarder un 
point commun aux deux projections comme correspon- 
dant à un point commun aux trois surfaces. Pour cette 
raison, il peut être utile de tracer aussi la projection 
de l’intersection de la seconde surface avec la troi- 
sième , et alors on ne prendra que les points communs 
aux trois projections. Mais alors encore il pourra rester 
des doutes ; et le moyen le plus sûr, en général , sera 
de déterminer les projections verticales des intersec- 
tions de la première surface avec les deux autres , de 
comparer les points de rencontre de ces projections 
avec les points de rencontre des projections horizon- 
tales, et de ne prendre, sur chaque plan de projection, 
que les points qui ont leurs correspondants sur l’autre. 
Cependant, comme la construction des courbes est lon- 
gue et difficultueuse, il sera plus commode de chercher, 
dans chaque cas particulier, quelque moyen plus simple 
qui puisse lever toutes les incertitudes. 
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156. Problème XX. On suppose qu’un point élevé 
dans P espace , un aérostat , par exemple , ait été vu 
au même instant par trois observateurs, et que chacun, 
au lieu où il se trouve, ait mesuré l’angle formé avec 
la verticale par le rayon visuel dirigé vers l’aérostat : 
ces angles et leurs sommets étant connus, on demande 
la position do P aérostat au moment des observations. 

Autour de la verticale élevée au point où chaque 
observateur était placé, concevez un cône droit dont 
le sommet soit en ce point, et dont la génératrice fasse 
avec la verticale l’angle observé. On aura ainsi trois 
surfaces coniques sur lesquelles l’aérostat était situé au 
moment des trois observations ; c’est donc l intersection 
de ces trois surfaces qu’il faut déterminer : or, c’est ce 
qu’on fera en cherchant les projections horizontales 
des intersections de ces surfaces, prises deux à deux. 

Soient (fig. XX) a et d , b et U , c et é, les projec- 
tions des trois sommets. Les verticales indéfinies da", 
UU', dé 1 , seront les projections verticales des axes des 
trois cônes. Menons les lignes ap , bq , cr, parallèles 
à xy, et les lignes d/J, lie}, dé, formant avec les verticales 
des angles respectivement égaux aux angles connus : on 
auraainsilesprojectionsd’unegénératricedechaquecône. 
Voici maintenant les constructions qu’il faut effectuer. 

Ayant mené dans la projection verticale une hori- 
zontale quelconque dé, on la considère comme la trace 
d’un plan horizontal auxiliaire par lequel on coupe les 
trois cônes. Les sections seront trois cercles dont les 
projections horizontales sont des cercles ayant respec- 
tivement leurs centres en a, b, c. Pour achever de dé- 
terminer ces cercles, on remarquera que la trace s’t 
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coupe les lignes <JjJ, U<j, dd en des points d', d, f \ 
qui sont les projections verticales de ceux où le plan 
auxiliaire coupe les génératrices des trois cônes. En 
conséquence , on construira les projections horizontales 
correspondantes d, e , f, puis on décrira trois cercles 
avec les rayons ad, be, cf. I/'s rencontres de ces cer- 
cles , pris deux à deux , donnent deux points de cha- 
cune des courbes cherchées pet en répétant ces con- 
structions pour d’autres plans horizontaux, on en trouve 
autant de points qu’on veut. 

Les trois courbes, ainsi déterminées dans la projec- 
tion horizontale, sont gnh, ink , Inm. Elles' se rencon- 
trent en n , et il est facile de s’assurer que ce point est 
véritablement la projection d’un point commun aux trois 
surfaces. En effet , comme le point n appartient aux deux 
courbes gnh, ink, il s’ensuit qu’il est la projection ho- 
rizontale d’un point commun aux deux premiers cônes , 
et aussi celle d’un point commun au premier et au troi- 
sième; mais, sur le premier, il ne peut y avoir qu’un 
seul point qui se projette en n (dans la question on doit 
négliger la nappe inférieure); donc ce point est réelle- 
ment commun aux trois surfaces. 

La troisième courbe Irun n’a ici d’autre usage que 
de fournir une vérification. Mais on en obtient une plus 
sûre en traçant , des centres a , h, c, trois cercles cpii 
passent au point n, et qu’on regardera comme les pro- 
jections horizontales de trois cercles horizontaux situés 
respectivement sur les trois cônes. On déterminera, ainsi 
que le montre la figure , la projection verticale de chacun 
d’eux; et il doit arriver que ces trois projections soient 
sur une même horizontale lid. Alors, en effet, il est 
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clair que le plan auxiliaire, dont la trace verticale est dd , 
coupe les cônes suivant trois cercles qui ont un point 
commun projeté en n. 

Par ce qui vient d’être dit, on détermine la trace 
verticale dd du plan horizontal dans lequel est situé le 
point commun aux trois cônes ; par conséquent on ob- 
tiendra la projection verticale de ce point en élevant la 
ligne de projection nn', qu’on termine en «' sur dd. 
Remarquez d’ailleurs que, comme les courbes de la pro- 
jection horizontale peuvent se rencontrer en plusieurs 
points, le problème peut aussi avoir plusieurs solutions. 

iol. Problème XXI. Déterminer un point dont 
on connaît les distances à trois axes fûtes. 

-Nommons A, B, C les trois axes; et a, (3, y, les dis- 
tances de ces axes au point qu’on veut déterminer. Pa- 
rallèlement à l’axe A , et à la distance a , imaginons une 
droite et décrivons un cylindre en faisant tourner cette 
droite autour de l’axe A. Concevons qu’un second cy- 
lindre ait été décrit de la même manière autour de B 
par une parallèle à B, menée à la distance [3; et qu’un 
troisième cylindre ait encore été décrit autour de C] par 
une génératrice menée à la distance y. La question re- 
vient à trouver les points communs à ces trois surfaces. 

Pour plus de simplicité, je choisis le plan horizontal 
perpendiculaire à l’axe A, mais je laisserai la ligne de 
terre arbitraire dans ce plan. De cette manière, l’axe A 
sera projeté horizontalement en un point unique a 
(fig. XXI), et verticalement sur une perpendiculaire 
dd r à xj\ Soient bb l et Vb[, cc t et de', les projections 
des axes B et C. La trace horizontale du premier cy- 
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lindre sera uu cercle pqm décrit du centre a avec le 
rayon a : celles des deux autres cylindres seront des el- 
lipses que je vais déterminer d’abord. 

Au point b , ou l’axe B perce le plan horizontal , élevez 
de perpendiculaire à bb it et prenez bd=be = [ 3; île 
sera le petit axe de l’ellipse suivant laquelle le second 
cylindre coupe le plan horizontal. Pour en avoir le grand 
axe , il faut trouver sur ce plan les pieds des deux gé- 
nératrices situées dans le plan vertical élevé sur bbp, et 
à cet effet je ramène ce plan à être parallèle au plan 
vertical de projection. Supposons qu alors les projec- 
tions de l’axe B soient bl, //)!•, élevons l'jx, À'v, per- 
pendiculaires à U'j! et égales à (3; puis menons ptp', vj/, 
parallèles à b)! : les deux génératrices dont il s’agit au- 
ront maintenant (Hf 1 et vj/ pour projections verticales. 
Elles rencontrent le plan horizontal en <p et ij/; et en 
ramenant ces points sur bb t , on obtient le grand axe/g. 
Les deux axes de et fg étant connus, on construira 
l’ellipse dfeg x et alors il sera facile d’avoir, ainsi que 
le montre la figure, les projections du second cylindre. 
Des constructions analogues font connaître la trace et 
les projections du troisième. 

Maintenant, pour trouver les intersections du pre- 
mier cylindre avec les deux autres, appliquons le pro- 
cédé du n° 123. Ici, les projections horizontales de ces 
intersections se confondent avec le cercle pqm , et ce 
sont leurs projections verticales qu’il faut construire. 
Pour obtenir celle de la première, je coupe les deux 
surfaces par des plans verticaux parallèles à bb t . Soit ernn 
la trace d’un de ces plans : il coupe les deux cylindres 
suivant des génératrices dont on fera les projections 
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verticales; et les rencontres ni et ri appartiendront à 
la projection verticale de la première courbe. Cette pro- 
jection est ni(j/fJri. On trouvera semblablement la pro- 
jection verticale de la seconde intersection en prenant des 
plans coupants encore verticaux , mais parallèles à cc r 

Avec les données de la figure, les deux courbes de la 
projection verticale se rencontrent en deux points jJ, qf, 
qui sont réellement les projections de deux intersec- 
tions : car, dans le voisinage des points jJ , </, les arcs 
de ees courbes correspondent à des arcs qui, dans l’es- 
pace , sont situés sur la partie du cylindre vertical com- 
prise entre le diamètre hi et la ligne de terre xy. Cette 
remarque montre en même temps qu’on obtient les 
projections horizontales p et q , des points qui satisfont 
à la question, en terminant les lignes de projection pfi y 
{{(}, à la demi-circonférence kmi. 

Au reste , les points \p,fi ] , [q, <f\ étant ainsi détermi- 
nés, on reconnaît facilement qu’ils sont en effet sur les 
trois cylindres en examinant si, par chacun d’eux, on 
peut mener trois génératrices qui appartiennent respec- 
tivement à ces trois surfaces. Les constructions indiquées 
sur la figure dispensent de toute autre explication. 


FIN. 
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